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PREFACIO 



En la esfera de la investigación pesquera aplicada en aguas continentales, donde 
están en marcha varios proyectos patrocinados por la PAO, es de suma importancia que 
sea correcta la interpretación de los resultados, ya que, a menos que de ellos se 
saquen conclusiones correctas, la obtención de valores numéricos tiene un yalor 
prácticamente nulo. A este respecto se reconoce que los métodos estadísticos 
proporcionan un útil que resulta indispensable para solucionar muchos de los 
problemas que se presentan en las actividades de pesquerías. Este manual pre- 
tende facilitar la labor de los estadísticos dedicados a esta especialidad, así 
como ayudar a otros nvest igadores interesados en el tema, con miras a completar 
sus conocimientos, poniendo de relieve la economía que puede conseguirse de una 
inteligente aplicación de métodos estadísticos adecuados. De todos modos, con- 
viene no olvidar que para llevar a cabo un buen análisis hacen falta datos 
estadísticos fiables. 
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TESTIMONIO DE GRATITUD 



El autor de un manual se siente obligado a dar las gracias a quienes han tenido 
alguna relación con su trabajo y, por mi parte, me es grato reconocer la deuda con- 
traída con todas aquellas personas, cuyos nombres no siempre se citan, de cuyos 
logros me he servido al redactar este manual, que es el resultado de cinco anos de 
experiencia en los grandes lagos africanos, donde se han emprendido algunos pro- 
yectos de la FAO. 

Agradezco en primer lugar al señor C.H, Clay, coordinador de la FAO en los 
citados proyectos de los lagos africanos, la dilatada ayuda prestada con ocasión de 
mis asignaciones. El manual no hubiera podido escribirse sin la oportunidad, 
posibilitada por los administradores de los proyectos de la FAO, por mis homólogos 
africanos en el campo, asi como por otro personal de campo, de hacer uso de métodos 
estadísticos para analizar los resultados de las encuestas en gran escala, por lo 
cual les estaré siempre agradecido. 

Desearía también hacer constar mi agradecimiento a los señores S.R. Coppola y 

H. Thiessen por su ayuda en la preparación del manual, y finalmente pero no en menor 

grado, doy las gracias a la señorita Jessica Kvang por la paciencia con que ha 
mecanografiado los borradores y el manuscrito de esta obra. 
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1, PRESENTACIÓN TABULAR DE DATOS ESTADÍSTICOS 

En este capítulo se analizan métodos de tabulación de datos estadísticos de 
pesquerías, obtenidos mediante una encuesta estructural o una encuesta mués trall/ . 

I . 1 Clasificación de datos estadísticos 

En términos generales, son cuatro los aspectos importantes que permiten 
clasificar los datos estadísticos: a) cualitativo; b) cuantitativo; c) geográfico; 
y d) cronológico, cada uno de los cuales se examina brevemente a continuación: 

Cualitativo ; 

La clasificación se refiere a clase mas que a magnitud. Los pescadores 
pueden clasificarse respecto a la categoría de empleo, como propietarios de 
embarcaciones, como propietarios de aparejos solamente, y como ayudantes. 
Las embarcaciones pesqueras pueden clasificarse como lanchas de tablas, 
canoas y catamaranes, etc. 

Cuant itat ivo ; 

Cuando los elementos (conceptos) varían respecto a ciertas características 
mensurables, resulta apropiada la clasificación cuantitativa. Las unidades 
económicas pesqueras pueden clasificarse de acuerdo con el numero de pesca- 
dores activos. Los sitios de pesca pueden clasificarse según el numero de 
embarcaciones pesqueras locales, etc. La mayor parte de las distribuciones 
cuantitativas son distribuciones de frecuencias (véase sección 1.2). 

Geográfico ; 

La distribución geográfica es, esencialmente, un tipo de distribución 
cualitativa. En este caso la característica de control para la clasifi- 
cación de las unidades de encuesta es el emplazamiento geográfico de las 
unidades. Cuando las embarcaciones pesqueras se presentan tomando como 
base una zona limnolSgica, se tienen datos que están clasificados geográ- 
ficamente. A veces, una distribución geográfica puede ponerse en forma 
de distribución de frecuencias. 

Distribución de área de embarcaciones pesqueras en el lago L 



Espacio 


Embarcaciones pesqueras 


Observac i ones 


Numero 


% 


TOTAL: 

LZ-1 
LZ-2 
LZ-3 
LZ-4 
LZ-5 


8000 


100,00 


( L Z : Zona L i mn o 1 o g i c a ) 


2100 
1800 
1 300 
2500 
3 00 


26,25 
22,50 
16,25 
31 ,25 
3,75 



Cronológico ; 

Las senes cronológicas, o sea datos en función del tiempo, indican cifras 
concernientes a un determinado fenómeno en varios momentos especificados. 
Por ejemplo, los datos referentes a capturas (lago L) , pueden indicarse 
mensualmente , trimestralmente o anualmente. La disposición general 
esencial de las cifras en una secuencia cronológica es inherente al 
carácter de los datos que se consideren. 



1/ Para la compilación de datos estadísticos en la esfera de la estadística 
"" pesquera, vgase G.P. Bazigos: Esquemas de Encuestas Estadísticas Pesqueras 
Aguas Continentales, FAO - Doc.Tec.de Pesca, FIPS/T133, Noviembre 1975 
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Circunstanc ialmente , una serie cronológica puede convertirse en una distribución 
de frecuencias: 

Distribución por edades de las lanchas de pesca en el lago L 



Edad de las 

embarcaciones 

(meses) 


Embarcaciones pesqueras 


Observaciones 


Numero 


% 


TOTAL: 
1-6 


8000 


100,00 




3200 


40,00 


7-1 2 


1 600 


20,00 




13-18 


1 200 


15,00 




19-24 


800 


10,00 




25-30 


800 


1 0,00 




31-36 


400 


5,00 





1 . 2 Distribuciones de frecuencias 

Un amplio conjunto de numero, v.g., valores de una "variante" (variable 
aleatoria) continua!./, se presenta en forma de distribución de frecuencias divi- 
diendo la gama de números en intervalos (generalmente iguales) y registrando el 
numero de valores individuales dentro de cada intervalo; este proceso se denomina 
agrupamiento y el numero en cada intervalo se llama la frecuencia del intervalo. 
La frecuencia de intervalo relativa es esta frecuencia dividida por la frecuencia 
total . 

Ejemplo: La tabla que sigue muestra el agrupamiento de 150 mediciones de la 
variable aleatoria continua; x, longitud del pez, especie A (intervalo de clase, 
I cm) . 



X 

10-11 
11-12 
12-13 
13-14 
14-15 
15-16 
1 6-1 7 
1 7-18 



rHj mj III 

rHj íKj mj mj I 

mj I1^J rnj mj rHJ I14J mj 

ruj rHj rHj mj im thj iiii 

iKi rHj fHJ hHJ mj 

[>4j mj II 

rHj II 



2 
1 3 
21 
36 
34 
25 
1 2 

7 



Los resultados pueden presentarse como sigue: 



Centro de 
intervalo 

X . 

1 


10,5 


n.5 


12,5 


13.5 


1A.5 


15,5 


16,5 


17,5 


Total 


Frecuencia 

f . 

1 


2 


13 


21 


36 


34 


25 


12 


7 


If.-150 


f . 


1,33 


8,67 


14,00 


24,00 


22,67 


16,67 


8,00 


4,66 


100,00 



j^/ Datos de una variable aleatoria discreta son: numero de pescadores activos por 
unidad económica pesquera, numero de redes de enmalle que '^ poseen por unidad, 
etc. Datos de una variable aleatoria continua son, por ejemplo, tiempo de pesca, 
capturas (peso), longitud del pez, etc. 
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En el caso de una variable discreta» la distribución de frecuencias puede 
presentarse como sigue: 



"i 


""l 


''a 


^3 


X. 


*k 


Total 


h 


f. 


«a 


f, 


.. f, . 


•• «k 


1 


(%) 


(.X) 




(Z) 


f . 
(Z) 


•• fk 
(Z) 


100,00 



1 . 3 Tipos de tablasi -/ 

Desde el punto de vista de la presentaci6n de datos estadísticos, existen dos 
tipos de tablas. Hay en primer lugar las tablas detalladas o tablas de referencia, 
que proporcionan detallada información de las variables aleatorias de la encuesta y 
están dispuestas para que su consulta sea fácil. En segundo lugar, existen las 
tablas sumarias o de texto, que suelen ser de tamaño relativamente pequeño y que 
están previstas para presentar, del modo más efectivo posible, algún punto o varios 
estrechamente relacionados. Los datos tabulados de una tabla^sumario son los 
totales o sub-totales contenidos en una o mas tablas de referencia, si bien en 
alguna ocasión uno de estos sumarios puede basarse, parcial o totalmente, en una 
o más de otras tablas sumarias. 

La ordenación de los elementos de información en una tabla depende de la 
naturaleza de los datos. No obstante, deberían tenerse en cuenta las necesidades 
de quienes utilizan la susodicha información. En una buena tabla los datos aparecen 
de tal forma que simplifica el ulterior análisis estadístico de los datos tabulados. 
La estadística en su aspecto más general señala un cierto numero de métodos dife- 
rentes para la tabulación de datos estadísticos, a saber: 

Alfabético: En tablas detalladas, las características de encuesta 
corrientemente se disponen en orden alfabético, en vista de que ello 
permite localizar con facilidad los conceptos individuales. 

Geográfico: Toda ordenación geográfica de datos estadísticos debería 
ser respaldada por el adecuado material cartográfico, a fin de simpli- 
ficar la tarea de quienes utilizan tales datos. 

Magnitud: En ciertos casos es conveniente ordenar los elementos de 
información en tablas resumidas, de acuerdo con su tamaño, corriente- 
mente poniendo primero los elementos más grandes, aunque algunas veces 
invierte el orden. 

Histórico: Los datos de una serie cronológica deberían disponerse 
históricamente. Cuando figuren los anos, deberá aparecer en primer 
lugar o bien la fecha más reciente o la más antigua. No obstante, 
los meses corrientemente se escriben comenzando por enero. 

Usual: Los datos cualitativos se disponen tomando en consideración 
las clases de las características de la encuesta, así como las 
relaciones que existan entre ellas-^'. 



U Véase también el proceso de los resultados de encuestas muéstrales en el 
manual dado en la notai-' al pie de la página I 

2/ Varios tipos de tablas estadísticas se indican en: Frame Survey at 
Kainji Lake, St.S./l, FI/SF/NIR/24 , Enero 1971, por G.P. Bazigos 
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1 • 4 Los componentes de una tabla 

Los principales componentes de una tabla son: a) El encabezamiento; b) El 
cuerpo de la tabla; c) Notas (notas preliminares, notas al pie de pagina y notas 
de origen) . 

Encabezamiento : 

El encabezamiento de una tabla incluye el numero de serie y el título de 
la tabla exponiendo en orden: la materia objeto de clasificación, 
indicando donde, como y cuando. 

Cuerpo ; Incluye los elementos de información presentados por la tabla. 
Los elementos de información se colocan en columnas con encabezamientos 
claros y concisos. 

Notas ; 

Bajo el encabezamiento de la tabla» y en un tipo de letra mas pequeño o 
menos destacado, se inscribe una nota que proporciona una explicación de 
la totalidad de la tabla, o de una parte substancial de la misma. Las 
explicaciones concernientes a cifras individuales, o a una columna o a 
una fila de cifras, deberían figurar en notas al pie de pagina. Las 
notas de origen pueden aparecer bajo el titulo o bajo las notas al pie 
de pagina. 

A continuación, se dan ejemplos de tablas: 

Tabla . . . Peso medio estimado de captura de pesca por ha 
(kg/ha) , y CCIs* por estrato y por el lago en 
su totalidad, ano de pesca julio 1970-junio 1971 



Espacio 


Peso medio estimado de pescado 
(kg/ha) 


CCIs estimados 


Totalidad 
de especies 


Esp. 
Citharinus 


TOTAL: 

Estrato 1 
Estrato 2 
Estrato 3 


223,7 


176,3 


78,8 


185,1 
201 ,0 
479,1 


165.4 
171,9 
233,2 


89,4 
85,5 
48,7 



* CCI : Coeficiente de Concentración de Ichthyomass 

Fuente : Encuesta de Evaluación de Capturas, Lago Kainji, Nigeria 



Tabla . . . Transporte del p 


escado 


por pescadores y pescaderos 


Medio de transporte 


Numero de canoas encargadas 


de la producción comercial 


Pescadores 


Pescaderos 


Primer 
movimiento 


Segundo 
movimiento 


Primer 
movimiento 


Segundo 
movimiento 


TOTAL: 

1 . Carga sobre la cabeza 

2. En canoa 

3. En bicicleta 

4. En camión 


2022 


t 


58 


1 


1393 


t 


957 


% 


100,0 


100,0 


100,0 


100,0 


714 

1 177 

29 

. 102 


35,3 
58.2 

5.1 


52 
6 


89,6 
10,4 


364 

682 

17 

330 


26,1 

49,0 

1.2 

23,7 


105 

40 
812 


11,0 

4.2 
84,8 



Fuente : Encuesta Estructural (Septiembre 1970), Lago Kainji, Nigeria 
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Tabla ... Valores estimados de serie cronológica en el Lago Nasser, 
1972-76 * 



Año 


ExtensiSn superficial 

del lago, esperada 

(prevista) 

(ha) 


Desembarques 

comerciales esperados 

(Ton. métricas) 


Valores esperados de g^ 
(Bj - kg/ha/afio) 


Mínimo 


Máximo 


Mínimo 


Máximo 


1972 
1973 
1974 
1975 
1976 


342500 
355000 
415000 
445000 
475000 


8860 
11684 
15328 
17498 
19710 


9600 
12893 
15807 
18028 
20289 


25,87 
32,91 
36,93 
39,32 
41,49 


28,03 
36,32 
38,09 
40,51 
42,71 



G.P. Bazigos, The Yield Pattern at Lake Nasser, St.S./l, 
UNDP/SF/EGY/66/558, Septiembre 1972 



1.5 Sistema de tabulación 



El si 


en blanco) 


En el sist 


tipo de la 


en el sist 


relación. 


mecánicos , 


con el pro 


a cargo de 


sitos ope 


Se conside 


flexibilid 


tico toda 



stema de tabú 
, que han de 
ema, mediante 
s tablas, el 
ema se indica 
Conviene ob 
el sistema d 
gramador. L 
1 técnico est 
racionales de 
ra que un sis 
ad y bajo eos 
la informacio 



lacion propo 
utilizarse p 
el empleo d 
numero de gr 
n la poblad 
servar que, 
e tabulación 
a preparacio 
adistico de 
1 sistema pr 
tema de tabú 
to del proce 
n recopilada 



rciona el juego 


ara presentar 1 


e una 


codif icac 


upo y 


el numero 


on de 


las carac 


en caso de que 


de la encuesta 


n del 


sistema d 


pesquerías. E 


opuesto y formu 


lacion es bueno 


so de 


datos, y 


a lo 


largo de 



completo de 
08 resultados 
i6n adecuada» 

serial de ca 
terísticas ta 
el proceso se 

deberá discu 
e tabulación 
1 programador 
la los coment 

cuando demue 
a la vez pres 
la encuesta e 



formularios (tablas 

de una encuesta. 

se proporciona el 
da tabla. Asimismo, 
buladas y su mutua 

efectué por medios 
tirse anticipadamente 
de la encuesta corre 

examina los requi- 
arios pertinentes . 
stra poseer sencillez» 
enta de modo sistema- 
stadistica. 



2. PRESENTACIÓN GRÁFICA DE DATOS ESTADÍSTICOS 

2. 1 Introducción 

Este capitulo esta dedicado a analizar la presentación de datos estadísticos de 
pesquerías por medios gráficos. La notable eficacia de los gráficos proviene de que 
permiten la presentación de datos cuantitativos en forma clara, sencilla y efectiva, 
facilitando asi la comparación de valores, tendencias y relaciones mutuas. No obs- 
tante conviene no olvidar que, si bien las técnicas gráficas constituyen un poderoso 
y eficaz medio de presentación de datos estadísticos, no son bajo todas las circuns- 
tancias y para todos los fines, sustitutivos completos de la presentación tabular 
ni de otras formas de presentación. 



2. 2 El sistema de coordenadas 

El sistema de coordenadas muy utilizado en la presentación gráfica» consiste en 
un par de rectas» llamadas ejes» que se corten en ángulo recto. La línea horizontal 
llamada eje de las X, o eje de abscisas y la linea vertical» eje de las Y, o eje de 
ordenadas. Estos ejes dividen la región del plano en cuatro compartimientos 
llamados cuadrantes, que se numeran en el sentido opuesto a las agujas del reloj» 
a partir del cuadrante superior de la derecha. 
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Y 






Cuadrante 
(-X; fY) 


2 





Cuadrante 
(+X; -i-Y) 


1 


-X 








X 


Cuadrante 
(-X; -Y) 





-Y 


Cuadrante 
(+X; -Y) 


4 



Figura 2.2.1 

2 . 3 Datos de pesca indicados por curvas 

En la esfera de las estadísticas de pesca» frecuentemente se emplean curvas 
para poner de manifiesto: a) series cronológicas, es decir, o bien datos relativos 
a un cierto período, tales como capturas de pescado al cabo de un año, de un 
trimestre, etc., o indicaciones precisas en el tiempo, tales como pescadores activos 
en diferentes momentos (fechas de encuesta), etc. y b) distribuciones de frecuencias. 

Siempre que se muestren datos cronológicos por medio de curvas, los años, 
trimestre u otras unidades cronológicas se indicaran en el eje horizontal (eje de 
abscisas); la otra serie que varía en función del tiempo se lleva sobre el eje 
vertical. En la figura que va a continuación (Figura 2.3.1), el cronograma indica 
los cambios relativos en el numero total de embarcaciones pesqueras a lo largo del 
tiempo (1969-73>. 



120 
100 

80 
6o 
Uo 
20 




Curva de embarcaciones 
pesqueras 



ano 1969 1970 1971 1972 1973 

Figura 2.3.1 Cambios relativos, en función del tiempo, del numero total 
de embarcaciones pesqueras en un cierto lago (resultados 
de una Encuesta Estructural Actual), 1970 • 100 



FIPS/T133 



Las distribuciones de frecuencias continuas se representan mediante histogramas • 
La tabla que sigue da la distribución de frecuencias de los campamentos de pesca en 
el lago A de acuerdo con el promedio total de capturas al cabo del día. Construyanse 
los respectivos histogramas sirviéndose de las frecuencias absolutas (Figura 2.3.2a) 
y de las frecuencias relativas (Figura 2.3.2b). 

Tabla 2.3.1 Distribución de frecuencias de los campamentos de pesca 
en el lago A de acuerdo con el promedio total diario 
de capturas 



Promedio total diario 


Num.de campamentos 


f . 

1 




de capturas (kg) 


de pesca 


Observaciones 


X 


^i 


(Z) 




0-20 


10 


5,00 




20-40 


10 


5,00 




40-60 


30 


15,00 




60-80 


80 


40,00 




80-100 


30 


15,00 




100-1 20 


20 


10,00 




1 20-140 


10 


5,00 




140-1 60 


5 


2,50 




160-180 


5 


2,50 






200 


100,00 







80 . 








n 






' 






u 
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# « 
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di 






, 1 
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^» 






-0 












^^ 






20 
















^ 


•. 
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Figura 2.3.2a Frecuencias absolutas 
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J 



O 20 UO 60 80 100 120 II4O 160 180 (Kg) 
Figura 2.3.2b Frecuencias relativas 

2 . 4 Diagramas lineales para fines especíales 

2.4.1 Gráficos de fluctuación (o de evolución temporal ) 

Los gráficos de fluctuación se emplean en la esfera de las estadísticas de pesca 
para mostrar los margenes de variación entre magnitudes paralelas en función del 
tiempo. En la figura que sigue (Figura 2.4.I.I) el gráfico de fluctuación indica 
las variaciones entre la captura total de pescado y la captura comercial de pescadol./ 
en el lago A, en función de] tiempo. 



Captura total 




1969 



1970 



1971 



1972 



1973 



Figura 2.4.1.1 



Variaciones entre la captura total y la 
captura comercial de pescado 



1/ La captura comercial de pescado es la parte de la captura total que entra en el 
cauce de distribución dentro de un periodo de tiempo determinado 
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2.4.2 Gráficos de partes componentes 

Los gráficos de partes componentes se emplean extensamente en las estadísticas 
de pesca» entre otras cosas, para poner de manifiesto la composición, por especies, 
de las capturas conseguidas a lo largo del tiempo. A partir de este tipo de gráfico, 
es posible observar el aumento o disminución en función del tiempo de una especie 
(o grupo de especies) dada, y también si aumenta o disminuye la captura total de 
pescado. La figura que sigue (Figura 2.4.2.1) muestra la composición relativa 
de la captura de pescado con el tiempo, en el Lago Volta - 1969, 1970. 

2 . 5 Gráficos de relación o semi logar ítmicos 

Los gráficos semilogar I tmicos se emplean en la estadística pesquera para repre- 
sentar el grado de cambio ocurrido entre dos momentos precisos o entre puntos suce- 
sivos en el tiempo. En esta clase de gráficos!./ el eje vertical esta en escala 
logarítmica, y el eje horizontal lleva graduación aritmética. Conviene tener 
presente que un gráfico aritmético muestra los cambios absolutos entre dos valores 
puntuales, a saber, d-Xj-x^. Un gráfico semilogarí tmico proporciona el logaritmo 
de la relación, 

log x^ - log Xj « log (— ) 

La diferencia esencial entre los gráficos aritmético y semi logar Itmi co se verá 
mejor a través del ejemplo siguiente. En la tabla que figura a continuación apa- 
recen las capturas medias por faena de pesca en dos zonas limnologicas (LZ-1, LZ-2) 
de un lago, durante los períodos seco y lluvioso. 



Zona 
1 imnologi ca 


Periodo de pesca 


Dif .absoluta 

entre períodos 

de pesca 


Dif . relat iva 

entre períodos 

de pesca 




Seco 
(kg) 


Lluvioso 
(kg) 


b s e r V a c i cMi e fi 


LZ-1 
LZ-2 


10 
90 


1 1 
99 


1 kg 
9 kg 


10 1 

1 ;: 





En un gráfico aritmético, la magnitud de incremento o cambio para el primer par 
(LZ-1) sería una unidad, y para el segundo par (LZ-2) sería de nueve unidades. Esto 
a su vez significa que el movimiento hacia arriba de la curva, para el segundo par, 
en una cuadrícula aritmética sería nueve veces mayor que el movimiento hacia arriba 
de la curva para el primer par de cifras. En cambio, si las curvas correspondientes 
a estos datos se trazan en papel semi logarítmico tendrán pendientes idénticas puesto 
que los cambios relativos o porcentajes son los mismos. 

2 . 6 Gráficos de barras 

Los gráficos de barras (horizontales o verticales) se emplean en las estadísti. ai 
de pesca, o bien para presentar datos cronológicos o bien para comparar datos que 
estén clasificados cualitativa o cuantitativamente. La figura que sigue (Figura 
2.6.1), muestra la composición relativa de la fuerza laboral pesquera en el Lago 
Kainji (Encuesta Estructural 1). 



\^l Impresos logarítmicos y semilogarí tmicos de varios ciclos pueden adquirirse 
en el comercio 



10 



flPS/TU'á 



( 96). 



100 



90 



80 



70 



60 



50 



40 



30 



LAGO VOLTA 
Especies que componen las capturas (%) por redes de enmalle 




20 \ 



10 



.:-v:\\\\\\\\v. 

, !. TIL A .,..,,_■, y,.. VV^mVy-. 

\\\.'\'\\v,\\v''' ■A'''V\\-:a, ',\\\\>o 
k\\\\v\'-;\\;:'X\VV^^mvA:v;, 



\ \ 



^ /////// y. ^/7)>^\\\\\\\v 

1. L ATLS. // 



Trimestre: 
Año: 



1Q60 



1«70 



Figura 2.U.2.1 Composición relativa de las capturas de pescado en función del 
tiempo, en el Lago Volta, 1969, 1970, 
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PESCADORES DE DEDICACIÓN COMPLETA 



ESTRATO 



NIVEL RELATIVO DE LA FUERZA 
LABORAL TOTAL PESQUERA, POR ESTRATO 

(%) 



COMPOSICIÓN RELATIVA DE LA 
FUERZA LABORAL PESQUERA DENTRO 
DEL ESTRATO (^) 



CATEGORÍA DEL 
EMPLEO 



f I I l i li 

Ifi — IH U lfi_ljí Si2 UI IfiL 



m^" 



70 60 SO 40 30 20 10 O 



^^ 
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II 



^^^^^^^ 
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III 



^^ 




F06E Is. 



M 
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Ayudantes 
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Ayudantes 
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Figura 2.6.1 



Composición relativa de la fuerza laboral pesquera 
en el Lago Kainji 
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2 . 7 Gráficos de sectores 

Gráficos de este tipo se emplean para mostrar relaciones componentes, a base de 
varios sectores circulares que representan porcentajes de un agregado o total, que 
es el círculo. Para construirlos deberían seguirse los pasos que a continuación 
se indican: 

1 • Los varios valores componentes deberán transponerse de modo que 
correspondan a grados de un círculo. Por ejemplo, sea la 
captura de pesca anual que esta compuesta de tres especies: 
A, un 30 por ciento; B, un 50 por ciento; y C, un 20 por 
ciento. Como un 1 por ciento equivale a 3,6 grados sexagesi- 
males (360/100 - 3,6**), los valores en grados que corresponden 
a los porcentajes de las tres especies son: 30k3,6*« 108*, 
50x3,6**- \eO\ y 20x3,6°» 7 2*'. 

2. La segunda operación consiste en trazar un circulo de tamaño 
apropiado. 

3. Los puntos de la circunferencia que correspondan a los tamaños 
de los sectores se medirán con el transportador. 

El diagrama que se reproduce a continuación (Figura 2.7.1) corresponde a la 
distribución relativa de la captura total anual de pescado, referida a cada estrato 
(año de pesca - 1970/71) en el Lago Kainji. 




Figura 2.7.1 Distribución relativa de las capturas de pescado, 
totales anuales, basada en estratos; 
año de pesca - 1 970/71 
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2 . 8 Gráficos de proyección oblicua 

Los gráficos de proyección oblicua se emplean principalmente en las estadís- 
ticas de pesca para representar el grado de dispersión de las unidades^de la encuesta. 
El gráfico siguiente indica la dispersión (patrón de) de los peces pelágicos en el 
Lago Tanganyika, Los valores de las barras de Lj (LZ-1) pueden leerse fácilmente 
en el eje de las y, mientras que los valores de las barras de L^ (LZ-2) y L3 (LZ~3) , 
solo pueden leerse en dicho eje tomando en consideración los correspondientes ejes 
de trazado mas elevado» de L^ y L3. Los números que figuran en el gráfico son los 
valores de los índices específicos estimados» expresando cambios relativos de las 
variantes de la encuesta, entre las vías navegables establecidas (LZ : zona 
limnologica) • 



L ■ Zona limnologica 




Noviembre 1973 



2 . 9 Mapas estadísticos 

La técnica mas eficaz para representar relaciones espaciales es la cartográfica. 
Concretamente, los mapas estadísticos son medios gráficos que muestran información 
tanto cualitativa como cuantitativa, sobre una base geográfica. 



En la confección de un mapa estadístico deberían tenerse en cuenta los 
siguientes puntos: 

1 . La elección de la escala del mapa 

2. La exactitud del mapa 

3. La cantidad de información que ha de ponerse en el mapa 

En esta sección se consideraran tipos de mapas estadísticos que se utilizan en 
la esfera de la estadística de pesca* 



u 
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2.9.1 Mapas rayados 

En general, en los mapas rayados o mapas sombreados, se trata de mostrar, para 
cada una de las áreas geográficas que se consideran, la magnitud de la característica 
de encuesta. Las variaciones en magnitud se aprecian gráficamente por las progre- 
sivas diferencias del sombreado. Concretamente, en materia de estadística y 
biología pesqueras, los mapas rayados se emplean principalmente para expresar: 

1. La abundancia relativa de pescado en un cierto lago 

2. Variaciones en la distribución de área del esfuerzo 
de pesca, etc. 

En la Figura 2.9.1.1, el mapa sombreado muestra la relativa abundancia de peces 
pelágicos en el Lago Tanganyika (resultados de una encuesta ecometrica). En la 
Figura 2.9.1.2 el mapa rayado muestra la variación en la distribución de área del 
esfuerzo de pesca en el Lago Kainji (Nigeria) (resultados de una encuesta estructural) 

2-9«2 Mapas de puntos 

Los mapas de puntos se emplean principalmente para representar la distribución 
geográfica de ocurrencias, es decir, se hace hincapié en el numero absoluto. 
Concretamente, en la esfera de la biología y de la estadística pesqueras, los mapas 
de puntos se emplean principalmente para mostrar: 

1. La abundancia absoluta de pescado sobre una base regional, 
v-g., kg/ha. En este caso un punto podría corresponder a 
1 kg de pescado, o a 1 kg de pescado, etc. 

2. Captura regional de pescado en un lago, a base por ejemplo 
de ton. metr icas/ano . En este caso un punto corresponde a 
1 tonelada de pescado o a 1000 toneladas de pescado, etc. 
(véase Figura 2.9.2.1). 

2.9.3 Mapas estadísticos de otras clases— / 

En las actividades estadísticas pesqueras se emplean "mapas de alfileres*' para 
representar la distribución de área de las UEPs¿/ según sean los procedimientos de 
pesca que utilicen. Estos procedimientos se indican mediante alfileres de dife- 
rentes colores, asi: 



UEPs que usan redes de enmalle 

UEPs que usan equipo Lusenga 

UEPs que se sirven de redes de cerco 



alfileres negros 
alfileres rojos 
alfileres azules, 



etc . 



Es evidente que a base de tales mapas es posible observar la concentración del 
esfuerzo de pesca en espacio, tanto general como especifica (por procedimiento de 
pesca) . 

Para indicar los centros que proveen de mercancías esenciales a la industria 
pesquera de un lago, se usan mapas con varios símbolos, por ejemplo, embarcaciones 
pesqueras y equipo (artes) de pesca. 

Para indicar el desplazamiento periférico de las UEPs y la configuración de los 
movimientos migratorios de los pescadores, se utilizan mapas con "líneas de dirección". 

II Véase: Frame Survey at.lCainji Lake, St.S./l, FI/SF/NIR/24 , Enero 1971, 
G.P. Bazigos 



2/ 



UEPs 



Unidades Económicas Pesqueras 
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Figura 2.9.1.1 Abundancia relativa d© pescado en el Lago Tanganyika \/ 



i/ Johanesson, K.A. , Preliminary quantitative estimates of pelagic fish stocks in Lake Tanganyika, 
by use of echo integration methods, EIFAC/7A/I Symp. 54. 
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LAGO KAINJI 



ESTKATO I 



Subes trato 3 




.,^ /' ESTRATO II 



Sube 8t rato 1 



ESTRATO III 



Presa 



Figura 2.9.1.2 



1 punto 3 o»l canoaa/milla de orilla 



200 canoas pesqueras 
(núm« total de canoas) 
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LAGO KAINJI 




Estrato II 



Estrato I 



^i^ m 1000 ton. métricas 



Presa de KAINJI 



Figura 2.9.2.1 Captura total estimada, por estrato, en el Lago Kainji, EEC de 
1970-1971. 
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2. 9. A Mapas de isopletas 

Entre los ejemplos mas familiares de mapas de isopletas en la esfera de la 
investigación pesquera aplicada, figuran los pertenecientes a una serie de puntos 
de igual temperatura en un lago, denominadas "isotermas*' o las de igual elevación, 
curvas "isohipsas", o roas corriente aun, las "curvas de nivel", etc. Los datos 
fundamentales para la preparación de mapas de isopletas pueden ser muestras de 
medición absoluta, para determinados puntos, o relaciones para determinadas áreas. 
En ambos casos, los puntos que tengan valores idénticos se unen mediante curvas 
cont inuas . 

2.10 Gráficos de frecuencias acumulativas 

2. 10. I Curva ojival 

Para algunos propósitos, la curva de frecuencias acumulativas, o curva en ojiva, 
es mas valiosa que el gráfico de frecuencias simples. Según se ha dicho, con objeto 
de mostrar la génesis de una curva de frecuencias simples, los datos de una distri- 
bución de frecuencias se representan por una serie de rectángulos o barras en el 
"gráfico de columnas" y este diagrama se transforma en una curva conectando el punto 
medio de la cima de cada rectángulo con el punto medio de cada rectángulo adyacente. 

Para la construcción de un gráfico en ojiva se siguen los pasos que a 
continuación se detallan: 

1. Calcular las frecuencias acumulativas de la distribución de 
frecuencias. En cuanto al proceso acumulativo puede procederse 
o bien desde el menor hacia el mayor, que se denomina tipo de 
distribución "menos de", o bien desde el mayor hacia el menor, 
conocido como tipo de distribución "más de". 

2. En el eje horizontal (X) se indican los intervalos de clase y 
en el eje vertical (Y) las frecuencias acumulativas. 

3. Se marcan las frecuencias acumulativas bien sea en el extremo 
superior o bien en el extremo inferior del respectivo intervalo 
de clase, según que la acumulación sea del tipo "menos de" o 

mas de . 

A, Los gráficos en ojiva pueden prepararse para frecuencias acumu- 
lativas absolutas o para frecuencias acumulativas relativas 
(porcentaj es) . 

5. Las curvas de frecuencias acumulativas, tanto las de valores 

numéricos como las de porcentajes, tienen la forma caracterís- 
tica de S alargada. 

Los gráficos en ojiva son muy valiosos en la esfera de la estadística pesquera 
aplicada, para describir la estructura orgánica de las poblaciones objeto de encuesta. 
En la tabla que va a continuación, se facilita información sobre la distribución de 
sitios de pesca pequeños en el lago A, con arreglo a la producción total media por 
día (kg). Los gráficos ojivales producidos, que describen el rendimiento de capturas 
de los sitios de pesca de la industria, pueden verse en las Figuras 2.10,1.1a y b. 
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Tabla 2.10. 1 . 1 



Distribución de la eficiencia de capturas de 
los sitios de pesca pequeños en el lago A 



kg/dia 


Nüm^de sitios 
de pesca 


^i 


f: 

1 


F. 

1 

(%) 


^i 


Observaciones 


0-5 


65 


65 


765 


8,50 


100,00 




5-10 


190 


255 


700 


33,33 


91 ,50 




10-15 


235 


490 


510 


64,05 


66,67 




15-20 


165 


655 


275 


85,62 


35,95 




20-25 


90 


745 


1 10 


97.39 


14,38 




25-30 


15 


760 


20 


99,35 


2,61 




30-35 


5 


765 


5 


100,00 


0,65 






765 













Conviene observar que en la comparación de ojivas se hace hincapié en la 
proporción de casos por encima o por debajo de un punto dado. También convendría 
tener presente que la frecuencia máxima o la concentración de casos en una ojiva 
esta indicada por la parte de mayor pendiente de la curva. 

2.10.2 Curva de Lorenz 

La curva de Lorenz es un gráfico de frecuencias acumulativas de tipo especial 
que tiene bastantes aplicaciones en la estadística económica. La tabla que sigue 
(Tabla 2.10.2.1), contiene los elementos básicos para construir una curva de Lorenz. 



Tabla 2. 10.2 



J^ Distribución de tamaños de los campamentos 
de pesca en el lago A 



NCim. de 
embarcaciones 


Num. de 
campamentos 


Nüm. total de 
embarcaciones 


h-ih 


h'Yi\ 


n-l/i/^ 


(|)!-yf .x./N 

^1 J 1 1 2 


pesqueras 
^i 


de pesca 
^i ■ 


pesqueras 
f . X X. 






m 


(%) 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


1 


21 


21 


21 


21 


9,54 


2,41 


2 


37 


74 


58 


95 


26,36 


10,89 


3 


43 


I 29 


101 


224 


45,91 


25,69 


4 


45 


180 


146 


404 


66,36 


46,33 


5 


31 


155 


177 


559 


80,45 


64,60 


6 


19 


1 14 


196 


673 


89,10 


77,17 


7 


10 


70 


206 


743 


93,63 


85,20 


8 


5 


40 


21 1 


783 


95,90 


89,79 


9 


4 


36 


215 


819 


97,72 


93,92 


10 


3 


30 


218 


849 


99,10 


97,36 


1 1 


1 


1 1 


219 


860 


99,54 


98,62 


12 


1 


12 


220 


872 


100,00 


100,00 




N^-220 


N^-872 
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Figura 2.10.2.1 



Distribución acumulativa de porcentajet 
de campamentos de pesca y de sus 
embarcaciones pesqueras 



El gráfico (Figura 2.10,2.1) expone claramente la magnitud relativa de la 
dispersión en la distribución de frecuencias. La curva de igual distribución 
seria la recta que, en dirección diagonal, uniese los puntos cero y 100. En nuestro 
ejemplo, semejante curva indicaría que cualquier proporción especificada de campa- 
mentos de pesca tendría precisamente el mismo numero de embarcaciones pesqueras. 
Por ejemplo, un 25 por ciento de los campamentos de pesca tendría el 25 por ciento 
de las embarcaciones pesqueras existentes; un 50 por ciento de los campos de pesca 
tendría el 50 por ciento de las embarcaciones de pesca, y asi sucesivamente. La^ 
distancia entre la linea curva y la recta en diagonal indica el grado de desviación. 

Algebraicamente, el argumento que antecede puede justificarse del modo siguiente, 

Suponiendo que la población consta de N unidades, a^ , a^ , a^, .... ajj, y que x^, x^ , 

Xj, •••, X|q , son las mediciones de las unidades para una característica dada, 
es decir: 



a,, a^, a. 



. a, 



Si X - J X., en el caso de igual distribución resultan validas las ecuaciones 
siguientes: i*l 



(i) 
(ii) 



X 

^i - Ñ 
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Ahora bien» considerando los subconjuntos (h) 
ij , (a^ , a^) . (aj , a^, a^) .. 

M* V'^i» ^2^^ '^1» ^2 * *3^ •• 



:o h^'^'^°, y la 



la relación F¿ * ñ expresa la proporción de unidades en el subconjunto 

relación ^h ' '^ expresa la proporción de valores de la característica en el subcon- 
junto de orden ^ h. Expleando la notación establecida, resultan válidas las 
ecuaciones siguientes (se han dispuesto por orden de jerarquía los valores de x) : 



(a) 
(b) 
(c) 



F¿ - (t)¿ - 100% 
F¿ - *¿ si X, = 



K'K 



SI x,<x^ 



... " Xj. (distribución igual) 
<x^ (distribución desigual) 



El tamaño del área E, limitada por la curva y la recta de igual distribución, 
indica el grado de desviación con respecto a la distribución igualada. Los valores 
de E oscilan entre (Figura 2,10.2,2), 



0<E< 



Concretamente, en el caso de igual distribución E-0. Si X • ^X . corresponde 
a la ultima unidad E - i. i 

Otras observaciones sobre la curva de Lorenzi-/: 

En la figura. que sigue (Figura 2.10.2.2) se indica que el área E viene dada por 
la diferencia E ■ -x - e , donde 1 es el área total del triangulo de la derecha. 




Figura 2.10.2.2 



J^/ Véase también, G.P, Bazigos: Sampling Techniques in Inland Fisheries with 
Special Reference to Volta Lake, St.S./l, FIO/SF/GHA/10 , Mayo 1970, p.6,39 



FIPS/T135 ^__ 23 



Asimismo^ se ha demostrado que: 
Donde , 



4m 



d : Diferencia media de Gini (véase sección 4.2) 
m : La media de la distribución 



Por otra parte, el coeficiente de concentración de Gini (Gj) proporciona la 
desviación relativa (%) de una distribución empírica dada con respecto a la 
distribución igualada: 



G, - oi " '00 - • • • (7.) , (G, - 2E) 



Ilustración 



Sirviéndose de los datos del ejemplo anterior calcular dj, E y G^: 
dj - 2,28 
m « 3,9636 

G, « 2x3[9636 "" ^ °° " 0,2876 o 28.76% 

2.11 Gráficos de probabilidades 

Se da el nombre de "papel probab i 1 Ts t ico" a un papel cuadriculado de modo 
especial en cuanto al espaciado de las graduaciones de los ejes vertical y horizontal, 
debido a lo cual tiene la propiedad de que la ojiva de una curva aparece como una 
linea recta. Teniendo presente que Ja curva normal es solamente una de las que 
pueden adaptarse a una distribución de frecuencias, resulta de gran valor estadístico 
la posibilidad de emplear gráficos sencillos como guía para saber cuándo puede adap- 
tarse una curva normal, o, cuando este adaptada, saber si es adecuadai-/. 

La escala del eje horizontal (eje de abscisas) de los gráficos de probabilidad 
puede graduarse aritméticamente o logarítmicamente. En el primer caso se tiene un 
papel probabilístico aritmético, y en el segundo un papel probabi lí s t ico logarítmico. 
La graduación del eje vertical (eje de ordenadas) se ha dispuesto de forma que las 
alturas acumulativas de las ordenadas de toda distribución perfectamente normal 
aparecen como una línea recta cuando se trazan sobre un papel probabilístico. 
Conviene observar que si la ojiva se expresa como una línea recta en el papel 
probabilístico aritmético, la distribución de frecuencias original puede conside- 
rarse simétrica sobre una proyección aritmética; parecidamente, si una ojiva 
aparece como una línea recta en un papel probabilístico logarítmico, la distribución 
de frecuencias original puede considerarse asimétrica, y puede ser simétrica trazán- 
dola en proyección logarítmica. Esto proporciona un elemento de ensayo en cuanto a 
simetría proporcional. 

E j emplo 

En la tabla que sigue (Tabla 2. I I. I) se proporciona información sobre el tiempo 
empleado por las embarcaciones pesquieras, albergadas en un sitio permanente de pesca, 
a fin de obtener sus caladeros, ¿Sigue la distribución del "tiempo de búsqueda de 
peces" de los barcos pesqueros la distribución normal? (utilícese papel probabi- 
lístico aritmético). 

1/ Véase también Capítulo 9 
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Tabla 2.11.1 Distribución del tiempo de búsqueda de peces 
de embarcaciones pesqueras 





NÜm. de 




Efi 




Tiempo, X 
(minutos) 


embarcaciones 
pesqueras 

^i 


['' 


'i-V 

(%) 


Observaciones 


15-25 


1 


1 


0,65 




25-35 


1 


2 


1,31 




35-45 


3 


5 


3,27 




45-55 


13 


18 


1 1 ,76 




55-65 


17 


35 


22,87 




65-75 


25 


60 


39,21 




75-85 


35 


95 


62,09 




85-95 


25 


120 


78,43 




95-105 


10 


130 


84,97 




105-1 15 


15 


145 


94,77 




1 15-125 


5 


150 


98,04 




125-135 


2 


152 


99,35 




135-145 


1 


153 


100,00 






N-1 53 









(K) 



9 « . 9 
9 9 
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Figura 2.11.1 



Distribución acumulativa de embarcaciones pesqueras, 
por lo que se refiere al tiempo de búsqueda de 
peces, trazada sobre papel probabilístico 



Del diagrama anterior puede verse que la curva resultante es, aproximadamente» 
una recta. Podemos, pues, proceder con seguridad a adaptar una curva normal a la 
distribución empírica de frecuencias. 
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3. MEDIDAS DE LA TENDENCIA CENTRAL: ÍNDICES DE POSITION 

En este capítulo se trata de las medidas de la tendencia central utilizadas en 
actividades estadísticas pesqueras. Las medidas de la tendencia central son valores 
típicos que se calculan sirviéndose de datos empíricos para caracterizar este aspecto 
de una distribución empírica. Se conocen también por los nombres de índices o 
parámetros de posición. 

3 . 1 La media aritmética (promedio, o media ) 

Suponiendo que un sitio de pesca pequeño albergue cinco unidades económicas 
pesqueras (UEPs) y que la producción de las faenas de pesca de las unidades en un 
cierto día (d^) sea: 

Unidades 

Capturas (kg) : 5, 8, 3, 9, 5 

la media aritmética (m) de los indicados cinco números (distribución sencilla) 
vendría dada por: 

m - ¿•(^l"*■^2^^3*'^^*^5^ ■ j(5-^8 + 3-»-9^-5) « ^ 
** 6 kg de pesca capturada por UEP/DÍa 

O» mas brevemente!./: 

1 



m 



Ir • • •* < 

tt)x., media aritmética simple 



Propiedades de la media aritmética: 

(a) m - i|x. 

Y, por tanto, 

^x. • Nm, 30 kg - 5x6 kg 
1 ^ 

(b) ¡(x.-m) - O 
1 

Esta ecuación indica que la suma algebraica de las desviaciones de los distintos 
valores de la "variante** (variable aleatoria) x respecto a la media es igual a cero. 
En nuestro ejemplo: 

J(x£-m) - (Xj-m)'f (x2-m) + (x3-m)"»-(x^-m) + (x5-m) 
^ - (-l)-»-(2)-^(-3) + (3)*(-l) « O 

(c) La suma de los cuadrados de las desviaciones Wx.-m)^ 
es menos cuando las desviaciones se toman ^ 
alrededor de m que cuando se toman respecto 

a cualquier otro valor, es decir, 

y (x ,-m) ^<^(x .-a) ^ siendo **a** cualquier otro valor 

J_/ Véase, G.P. Basigos (1974): Esquema de Encuestas Estadísticas Pesqueras - 
^ Aguas Continentales, FAO Doc.Tec.de Pesca, FIPS/T133, Capítulo 1 6, Sumator ias , 
Técnicas de Esperanea 



26 



FIPS/T135 



En el caso de distribuciones de frecuencias, si los símbolos f^» í^^ f^^ etc. 
indican los números o frecuencias relacionadas con cada uno de los valores que 
se promedian, se tendrai./: 



Si 



Ir . . - . 

m » m' ¿^.x. » media aritmética ponderada 

1 i i * ^ 

I ^ 
m - 4 ^f .X. 



E j emplo 

En las tablas que siguen (Tablas 3.1.1a y 3.1.1b) se indican las distribuciones 
de frecuencias de 40 unidades económicas pesqueras (UEPs), de conformidad con el 
numero de trampas que poseen y según el promedio de capturas diarias, respectivamente, 
Calcular las medias de las dos distribuciones (m^ , m^). 



Tabla 3.1.1a 



Distribución de frecuencias de las unidades económicas 
pesqueras, con arreglo al numero de trampas para peces 
(garlitos) de su propiedad 



Num.de trampas 
(gar 1 i tos) 

X . 

1 


Num.de UEPs 

f . 

1 


f .X. 

1 1 


Observaciones 


1 

2 
3 
4 
5 


15 

1 

8 

6 

1 


1 5 
20 
24 
24 
5 


Clf^ « N - 40) 




40 


88 





Tabla 3.1.1b 



n, « ^x88 - 2,2 trampas/UEP 

Distribución de frecuencias de las unidades económicas 
pesqueras, con arreglo a los promedios de capturas 
diarias (x : kg) 



Capturas 

(kg) 

k 


Nüm.de UEPs 

f . 
1 


Capturas 
(kg) 

X . 

1 


1 
f.x. 


Observaciones 


2-6 

6-10 

10-14 

14-18 

18-22 


20 

1 

6 

2 

2 


4 

8 

1 2 

16 

20 


80 
80 
72 
32 
40 


(Vf. - N - 40) 




40 


_ — --^ 


304 





40 



X 304 « 7,6 kg de peces capturados por UEP/dia 



1/ En el caso de distribuciones de frecuencias con interyalos de clase, el símbolo 
^ xi en la ecuación se refiere al valor central del ies^n^o intervalo de clase, es 



decir, Xi - (x^Sx * ^n 



.)/2 
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3 . 2 La mediana 

La mediana (M) es el valor de la "variante" (variable aleatoria), que divide 
en dos partes iguales, la distribución empírica en su recorrido total. 

Para una serie de mediciones dispuestas por orden de magnitud, la mediana se 
define como la medida central, si la hubiere, y en caso de no haberla como el valor 
central interpolado. 

Ejemplo 

Las dos distribuciones simples que siguen proporcionan el numero de garlitos 
por unidad económica pesquera en dos sitios de pesca (A, B) . Calcúlense los 
valores de las dos medianas respectivas: 

A: Numero de garlitos por UEP 

X : 1,5,3,8,6,4,10 

B. Numero de garlitos por UEP 

X : 6,12, 1 , 3, 7,14 

So lucion ; 

A: (a) Numero de UEPs, N^ » 7 

(b) Orden de rango de los valores 

X : 1,3,4,5,6,8,10 

(c) Emplazamiento de la mediana — r — * —y « 49 valor 

(d) Valor de la mediana, M » 5 garlitos 

B: (a) Numero de UEPs, N^ • 6 

(b) Orden de rango de los valores 

X : 1,3,6,7,12,14 

Nj + l 5^.| 

(c) Emplazamiento de la mediana — ^ — « -y- ■ 3,59 valor 

(d) Valor de la mediana, M « —y- « 6,5 garlitos 

El valor calculado de M2"6,5 indica que en el sitio de pesca B, la mitad de 
las UEPs tienen menos de 6,5 garlitos y la otra mitad de las UEPs tienen mas de 6,5 
garlitos. 

Propiedades de la mediana: Una importante propiedad de la medianaes que se 
halla influida por la posición de las partidas en la serie pero no por el tamaño de 
las mismas. 

La mediana proveniente de datos agrupados: La tabla que sigue (Tabla 3.2.1) 
da la distribución de frecuencias de 100 unidades económicas pesqueras según el 
numero de anzuelos que posean. Calcular la mediana de la distribución. 
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Tabla 3.2.1 Distribución de frecuencias de 100 UEPs con arreglo 
al numero de ansuelos de su propiedad 



NCm.de 
anzuelos 

X 


Num.de 
UEPs 


Columna 

acumulativa 

^i 


Observaciones 


25-34 
35-44 
45-54 
55-64 
65-74 
75-84 
85-94 


6 
12 
20 
35 
15 
8 
4 


6 
18 


- F . 




í 


86 

96 

100 


"rosicion ae la mediana 




100 







Para determinar el valor de la mediana se siguen los pasos siguientes: 



Pr 



eparacion de los valores acumulativos de ^¿tC^^) 



Determinación de la clase de distribución de frecuencias 
en que esta emplazada la mediana. En nuestro ejemplo 
la posición de la mediana esta definida por: 



100 
2 



509 



La clase correspondiente es la de 55-64 anzuelos 
El valor de la mediana viene dado por: 



min . 



Donde » 



f. ^2 i'' 



el limite inferior de la clase 
(55 anzuelos) 



Y, por tanto. 



M - 



el intervalo de la clase 
(6 • 64-55 " 9 anzuelos) 






38) - 58,08 « 58 anzuelos 



Del ejemplo anterior se deduce que el valor calculado de la mediana se obtiene 
interpolando 12 frecuencias (^1-38) en la cuarta clase, suponiendo que las fre- 



cuencias en esa clase están 



uniformemente distribuidas dentro de la clase. 



Conviene observar que el calculo de la mediana a partir de una distribución de 
frecuencias de intervalos de clase desiguales, no difiere del descrito mas arriba. 
Tampoco complica el procedimiento la presencia de grupos indeterminados en cual- 
quiera o en ambos extremos. 



Determinación de la mediana por procedimientos gráficos: Para obtener 
gráficamente el valor de la mediana de una distribución de frecuencias, deberla 
seguirse la marcha siguiente: 



Preparación del gráfico ojivali./ 
Calculo de: 



Pi 



y situación del punto en el eje Y 
1/ Véase sección 2.10.1 
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3. Trazado de una perpendicular al eje de las Y en este punto 
prolongándola hasta que corte a la ojiva 

4. Por la intersección, bajar una perpendicular al eje X. 
La intersección proporciona el valor de la mediana 

En la figura que sigue (Figura 3.2.1) el valor de la mediana, localizada 
gráficamente, es M & 38 (datos del ejemplo anterior. Tabla 3.2.1) 




10 20 30 kO 50 M 70 80 90 



Figura 3.2.1 



3 . 3 Cuartilas y decilas 



Medidas afines a la mediana se utilizan también en una distribución de 
frecuencias, y tienen por objeto facilitar la medida de la dispersión y de la 
asimetriai./ . Aquí analizaremos las cuartilas y las decilas. 

Cuartilas: Hay dos cuartilas, la primera Q^, o cuartila inferior, y la 
tercera Q^, o cuartila superior. Conviene observar que los tres valores típicos 
Q^, M, Q , dividen la distribución en cuatro partes iguales (Figura 3.3.1) 



2$í 



Qi 



25Jf 



25)f 



«3 



-»■ 50JÍ ♦- 



25% 



Figura 3.3.1 
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En el caso de una distribución simple» la posición de las cuartilas se define» 

N+1 ^ 3(N-H) 
para Q^ por -^ y para Q^ por — 5 

E j emplo 

Sirviéndose de los datos del ejemplo anterior (UEPs en el sitio A de pesca) 
calcular las cuartilas Qj y Q^ de la distribución (x: numero de garlitos por UEP) . 

x: 1,3,4,5,6,8,10 

(a) Emplazamiento de Q : , « 29 
Valor de Q - 3 garlitos 

(b) Emplazamiento de Q : —^-7 ■ 69 

Valor de Q^ ■ 8 garlitos 

En el caso de una distribución de frecuencias las posiciones de Q^ , Q^ se 
definen por ü y AE respectivamente. Sus valores vienen dados por las formulas: 
4 4 

Decilas: Al igual que las cuartilas, la primera decila (Dj) corresponde al 
10 por ciento inferior y la novena (D,) al 10 por ciento superior. En el caso de 
distribución simple, los emplazamientos de Dj y D^ están definidos por ^ÍÍÍlL^ y 9 (N-*- 1 ), 
En el caso de distribuciones de frecuencias sus emplazamientos están ^^ ^0 
definidos por JL y lü, respectivamente. Sus valores se calculan por las formulas: 
10^10 

•»• min fi 10 i' 
.6 



^9 - -min^frífr^i) -^- 



Al igual que la mediana, los valores de las cuartilas y las decilas pueden 
definirse gráficamente (véase Figura 3,3.2). 

3.4 El modo (a partir de datos agrupados ) 

El modo de una serie de mediciones se define como la medición a la que corres- 
ponde la máxima frecuencia, si hay una. Si hay mas de un valor que tenga la máxima 
frecuencia» no existe una definición satisfactoria. Cuando ha sido definida la clase 
modal, el valor del modo (T^) viene dado por la fSrmula: 

<5xD, 
T - X . + ^ 



o min ^j'*"^2 

^^ ^* X . : El valor inferior de la clase modal 

min 

6 : £1 intervalo de la clase modal 

Dj : La diferencia entre la frecuencia de la clase 
modal y la frecuencia de la clase precedente 
(prescindiendo del signo) 

D : La diferencia entre la frecuencia de la clase 
modal y la frecuencia de la clase siguiente 
(prescindiendo del signo) 
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u 

a 

3 

u 

1X4 




Figura 3,3.2 

E j emplo 

Sirviéndose de los datos de la Tabla 3.2.1 calcular el valor de T^ : 

1. La clase modal 55-64 

2. 6-9 

3. Dj - 35 
A . D «15 

2 

T - 55+-rrr|-r - ^1.3 anzuelos 
o 1 5-»'35 

3.5 Medias menores 



3.5.1 Media geométrica 

La media geométrica (G) de una serie de mediciones (N) (distribución simple), 
suponiendo valores positivos, se define por: 



C = /x^Xj^x^. . .Xjj 



O bien. 



O bien. 



log G » N^^og x^ + log x^* ... + log Xjj) 
log G « ^l^<^^ ^i 
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Para una distribución de frecuencias - siendo 



i§simo^ y f^ Xa frecuencia respectiva 
dada por: 



la marca de clase de orden 



la media geométrica (ponderada) G viene 



//x'^x^... x> (N « If,) 



^1 *2 



log G 



^ 1 



l(f^log x^ + fglog x^* ... í^jjlog Xjj) 



1 

log G a — Yf.lOg X. 
^ NV 1 1 



Propiedades de la media geométrica: 

1. Cualquier serie de números que tenga el mismo N y el mismo producto 
tiene la misma media geométrica 

2. El producto de las relaciones de los valores situados a un lado de 
la media geométrica con respecto a la media geométrica, es igual 
al producto de las relaciones entre la media geométrica y los 
valores situados al otro lado de dicha media. 



Campos de aplicación de la media geométrica: 

1. A continuación figura la distribución de UEPs con arreglo al 
método de pesca utilizado en dos estratos del lago A 



2. 



Est rato 


Lusenga 
1 • 


Otros métodos 

de pesca 
2 • 


Relación (y) 
(%) 


Relación (y) 
(%) 


Estr. 1 
Estr. 2 


800 
150 


400 
300 


50 
200 


200 
50 



La media aritmética de las dos relaciones entre "otros métodos'* 
de pesca y las UEPs Lusenga es 125 por ciento. Análogamente, 
la media aritmética de dos relaciones entre Lusenga y las UEPs 
de *'otros métodos" es 125 por ciento. Estos dos promedios son 
mcompa t ibles entre si. No obstante, la med ia geométr ica de 
cada uno de los dos pares de relaciones es /O, 50 x 2,00 ■ 1,00 
es decir, 100 por ciento (compatibilidad). 

Probablemente, la aplicación mas frecuente que tiene el principio 
geométrico se refiere a la determinación del porcentaje medio de 
cambio, referido a un cierto periodo de tiempo. 



Ejemplo 

El periodo de llenado de un lago artificial duro diez años. Con anterioridad 
a la creación del lago había 1000 embarcaciones pesqueras. Cuando el lago se llenó 
había 12000 lanchas de pesca. Calcular el porcentaje medio de cambio anual experi- 
mentado por las embarcaciones pesqueras. 



Donde , 



« U^( I + a)" 

« 12000 embarcaciones pesqueras 

* 1000 embarcaciones pesqueras 
- 10 años 

* El porcentaje medio de cambio anual experimentado 

por las embarcaciones pesqueras 
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Sustituyendo en la ecuación anterior, resulta: 



o bien» 

o bien, 

o bien, 
o bien, 
o bien, 



12000 » 1000(l-»-a)' 

12 = (1+a)^^ 

log 12 « 10 log (1+a) 



log (l-^a) = i.i5I2Ü= 0,107918 

1+a = 1,282 

a = 28; 2 por ciento 



k. índices de dispersión 

(Recorrido, desviación inedia, variancia) 

Dos distribuciones pueden tener el mismo valor medio, el mismo modo y la misma 
mediana, pero diferir entre si en cuanto a si los valores de la "variante" se agrupan 
estrechamente alrededor de la media o se dispersan ampliamente a cada lado de ella. 
Por lo tanto, ademas de los índices de posición, o de tendencia central - media, 
modo y mediana - hacen falta parámetros adicionales para medir el prado en que los 
valores de la "variante" se agrupan respecto a su media o se desparraman con relación 
a ella. La tabla que aparece a continuación (Tabla A. I) proporciona información 
sobre la distribución de tamaños de los sitios de pesca, en dos zonas limnológícas 
de un lago. Asimismo, las Figuras 4.1a y 4.1b muestran los diagramas lineales de 
las distribuciones respectivas. 

Tabla 4.1 Distribución de tamaños de los sitios de pesca 
en dos zonas limnologicas del lago A 



Nüm . de 

embarcaciones 

pesqueras 

(x) 


Num.de sitios de pesca 


Observaci ones 


LZ-1 


LZ-2 


1 


2 







2 


4 







3 


8 







4 


1 2 


1 




5 


16 


5 




6 


20 


19 




7 


27 


3 9 




8 


32 


68 




9 


25 


43 




10 


IB 


17 




1 1 


15 


6 




12 


10 


2 




13 


7 







14 


4 







TOTAL: 


200 


200 
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ü 
(O 

a 
<¡) 

'O 



0) 

O 

O» 
5 



ou 
70 




















LZ-l 


60 




50 




UO 




30 


A 


\ 




/ 






\ 


20 


y 








N 


10 


j 


,-' 


y 














'x 


n 



2 U 6 8 10 12 lU 
Numero de embarcaciones pesqueras 



s " 












LZ-2 


So 


1 
1 
1 


\ 


§ 50 
» UO 


1 
1 
1 


\ 




•§ 








' 


2 30 


/ 






\ 


i 20 


/ 








' 


» 


10 


/ 










Vi 



U 6 8 10 12 X 
Número de embarcaciones pesqueras 



Figura 4.1a 



Figura 4.1b 



En nuestro ejemplo, las dos distribuciones tienen casi el mismo número promedio 
de embarcaciones pesqueras por sitios de pesca. Sin embargo, el grado de dispersión 
en la zona limnologica 1 es mas elevado que el que presenta la zona liranologica 2. 
Para medir la dispersión de una distribución empírica pueden emplearse diferentes 
magnitudes, v.g. (a) recorrido; (b) desviación media; y (c) variancia. 

Recorrido: Una medida, nada exacta, del grado de dispersión viene dada por 
e 1 recorrido (R) : 

R « X -X . 

max. tnxn. 

Sin embargo, el recorrido presenta ciertos inconvenientes. No presta ninguna 
consideración a la ordenación de los valores entre los dos valores extremos. Ademas, 
el recorrido puede inducir a confusión si cualquiera de los valores extremos no suele 
presentarse en la practica. En casos tales se emplean la desviación cuartílical/ 
(Q), y el recorrido percentilico (D), 



Desviación media: 
media aritmética 



1. Q - Q3-Q1 

2. D « ]>9-Di 

Esta medida de dispersión se calcula con relación a la 



AD 



i I |x.-m| o AD . y7:Ií'ilx..in| 



AD es de un valor limitado en la esfera de la estadística aplicada. 



\^/ En la practica se emplea también el recorrido semi-intercuartllico (Q*)» 



Q' - KQj-Q,) 
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Variancia: En las actividades estadísticas un parámetro mas importante para 
medir la dispersión es la variancia. La variancia viene dada por: 



^* ■ itf I (x.-m) , distribución simple 
"i«l 

O bien, 

yf.j 1 i distribución de frecuencias 

1 

Expresada en palabras, la variancia es la media de los cuadrados de las des- 
viaciones, respecto a la media, de los valores de la **variante'* investigada. La 
raíz cuadrada positiva de la variancia se denomina desviación típica (desviación 
"standard") : 



o - + /a 



Transformación algebraica 

TfT , 
11^ 

O bien. 



rfr ^i(-i--> = 



(Ií'i)a2 - 5:f.(x.-m)2 Q ^^2 ^ yf.(x.-m)2, (n = ^[f . ) 
i i * i 



Desarrollando el segundo miembro de la ecuación anterior se tiene 

L . \ X . - ¿f A . m T ir 

11 1 

1 



NO^ » Yf . (x?-2x.m+m^ ) 
vil 1 

1 

= Yf .x?-2myf .x.-í-Nm^ 
4-11 Vil 
1 1 

= Yf .xí-aNm^-í-Nm^ 
vil 

1 

* Yf.xí-Nm^ 

Vil 



Y, por tanto, 

i 
Ademas, como, 

vil 



1 
m « — 



N 

Sustituyendo el valor de m en la ecuación precedente, se tiene: 

([f.x.)^ 
í 1 - Vil' 

i 






Coeficiente de variación: La relación, 

CV(x) - 2^100 - . ..? 
n 

se denomina coeficiente de variación y se emplea para medir la dispersión relativa. 
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Propiedades de la desviación típica: Si ±a se mide con relación a la media 
aritmética de una distribución normal, el 68,27 por ciento de los valores de la 
"variante" investigada están incluidos dentro de ese intervalo; un intervalo de 
m±2a contendrá el 95,45 por ciento de los valores; y dentro del intervalo m±3a 
habrá un 99,73 por ciento, es decir, prácticamente todos los valores de la "variante" 
están incluidos i./ . 

Ejemplo 

Utilizando los datos del ejemplo anterior^/ (zona limnologica 2), calcular: 
m, 0^ , a y CV(x) : 

m • "srr— Tf .X. ■ 7ir.r. ■ B embarcaciones pesqueras 
ff. {-ii 200 rn 

1 1 ^ 

«2 1 fV^ 2 ^ifi^^ , 1 ,,,oQt: (1607)% 

^ - If7<f^^i --TF— ^ - 200 03285- -.j^ ) 



« 1,865 embarcaciones pesqueras^ 

O • + /a^ « + /1, 865 embarc. pesqueras^ « 1,37 embarcaciones pesqueras 

CV(x) - -x 100 - -i-^x 100 - 17,125% 
m o 

^ • * La desigualdad de Tchebycheff 

Para cualquier serie de valores, independientemente de la forma en que estén 
distribuidos, es valida la siguiente ecuación: 

1 . La proporción de los valores que queden dentro de los limites 

m±ko (siendo k mayor que la unidad) excederá de 1>~1>> 

k* 

2* La proporción de los valores que queden fuera de los limites 
m±ka sera inferior a — 

k^ 

Se ha expuesto que O es un índice importante del grado de dispersión de una 
distribución. Ello a su vez implica que cuanto menor sea el valor de o mayor sera 
la uniformidad, y viceversa. Para evitar esta relación inversa, a veces se emplea 
una modificación conocida por el nombre de índice de precisión, particularmente 
cuando se trata de la precisión de una serie de mediciones materiales. El índice 
en cuestión es: 

2a^ 



A. 2 Diferencia media de Gini (dj) 

Supongamos que Xj , x^ , Xj, ..., xi , ..., xjj sean los valores de una distribución 
simple. Tomando las diferencias absolutas: 

Xj-xJ, Ixg-xJ, |x kJ ... |xjj-Xjl 



Ixj-xJ, Ixj^-xJ, |x kJ ••• I^N^^^z' 

• . ■ 

|Xj~Xj^|, IX^-Xj^l, |Xj-Xjj| ... I Xjj-Xj^ I 



W Véase sección 7.5 

2/ En distribuciones de frecuencias continuas, Xi se refiere a los valores centrales 
de los respectivos intervalos de clase 
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la tabla resultante contiene NN • N^ diferenoíias absolutas. El valor medio de las 
diferencias absolutas obtenidas es una medida de la dispersión de la distribución y 
viene dada por: 



1 N^jJ' 1 J 



Donde, 



sufijos i,j • I, 2, 3, ..., N 

En la tabla anterior de diferencias absolutas N de los valores son iguales 
a cero, a saber , |Xj -Xj|, (Xj -xj, . . . , |xjj-xjj|. Ademas el resto de los valores N(N-I), 
pueden dividirse en dos grupos que posean iguales valores, a saber , jxj-xj» Ixg-xj, 
IXj-x J» |x j -Xjl, etc. En tal caso es valida la ecuación siguiente (valores de x por 
orden de rango) : « « . 



Y, por tanto. 



E j emplo 






El numero de unidades de redes de enmalle (x) utilizadas en un cierto día (d^) 
por las unidades económicas pesqueras de un sitio de pesca son, ordenadas por 



rango de x: 5, 8,12,15,17,20,25,30. 



Calcular el valor de d. 



X : 



5 
8 
12 
15 
17 
20 
25 
30 



^. 



8 12 



15 



\. 



\ 



10 
7 
3 



17 



20 



\ 



12 
9 
5 
2 
0. 



\ 



15 

12 

8 

5 

3 



25 



20 
17 
13 
10 
8 
5 



\ 



30 



25 
22 
18 
15 
13 
10 






Totales 
horizontales 



92 
71 
U7 
32 
2U 
15 
5 



286 



2X286 
(8)* 



« 8; 9^ Unidades de redes de enmalle 



38 



FIPS/T135 



El valor calculado de d^ indica que» en promedio (absoluto)» cada valor difiere 
de cada uno de los demás en 8,94 unidades de redes de enmalle. 

En el caso de una distribución de frecuencias» la formula para dj viene dada por; 

26 



Donde, 



N - Tf.» F.: frecuencias acumulativas 

Vi* 1 



y, 6 : intervalo de clase fijado 



Si el intervalo de clase no es fijo. 



d, * -4" y(x.^ -x.)F. (N-F.) 



Ejemplo 



En la tabla que sigue puede verse la distribución de las unidades económicas 
pesqueras de un sitio de pesca de acuerdo con el numero de anzuelos (z) que son 
propiedad de las unidades. Calcular el valor de d^. 

Distribución de las unidades económicas pe^squeras de un cierto sitio 

de pesca, B, según el numero de anzuelos que son propiedad 

de las unidades en cuestión 



NGm.de 


Unidades 










anzuelos 
que poseen 


económicas 
pesqueras 


F. 

1 


N-F. 

1 


F.(N-F.) 


Observaciones 


z 


f . 

1 










1-10 


6 


6 


94 


564 




1 1-20 


12 


18 


82 


1476 




21-30 


20 


38 


62 


2356 




31-40 


'35 


73 


27 


1971 


(6 - 10) 


41-50 


15 


88 


12 


1056 




51-60 


8 


96 


4 


384 




61-70 


4 


100 





- 






N«100 


^^-^^ 


^^..--^ 


7807 





2x10 
(100)^ 



MOMENTOS 



5 . 1 Momentos 



Los momentos se emplean en estadística para la descripción aritmética de las 
distribuciones. Consideremos la distribución simple de frecuencias que sigue: 
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El momento k^®^'^® respecto al origen de la distribución empirical que antecede 
viene dado por: ^ 



'. • H'Á 



1 
Si f • - 1 y h - n, se tendrá: 

1? k 



k nv 1 



Para k-0, 1, 2, 3, •.. los momentos correspondientes respecto al origen son: 
Media, 



i 

^3 " wrl'i'^l 



l^it 1 1 etc. 

El momento késimo ^j^ ^^^^ distribución empírica, respecto a la media, viene 
dado por: 

h 



^K ■ IT-^i^'^i-"^ 



Si f. " 1 y h " n, resulta: 



*^k nv 1 
Para k-0, 1, 2, 3, ... los momentos correspondientes respecto a la media son: 

•^0 - I?-?*"i(*i-»)° - T77?''i " 1 

r 11 *■ 11 

i 1 

i *^ 
Variancia, 

i ^^ 

etc. 
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5 . 2 Momentos de orden mas elevado 

En la esfera de la estadística aplicada, se emplean corrientemente las magnitudes 
que siguen para describir una distribución empírica de frecuencias: 



m - V, 



media 



6^ : medida de la asimetría relativai./ 

$2 5 medida del apuntamiento de la distribución (curtosis) 

Concretamente, 3« y 3, ®^ expresan como funciones de momentos de orden más 
e levado . 

6, - v\/vl 

i 3 2 

Obsérvese que el valor de 3j es igual a cero para una distribución simétrica, 
y diferente de cero para una distribución asimétrica: 





Distribución simétrica 



Distribuciones asimétricas 
Figura 5.2.1 



La magnitud de B» tiene un valor de 3,0 para la curva normal, 
platicur t ica, ^^<3^0. Para una curva leptocurt ica , 32>3,0. 



Para una curva 



B>3,0 




Figura 5.2,2 



\^/ La asimetría se mide también algunas veces por a^, donde a^ ■ /STJ" 
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Relación entre momentos y. y v, : 
Formula general: 

Concretamente» para k « O, 1, 2, 3, 4, se tiene: 
Wq " (v-v^)° * 1 

^3 * í^-'^i)' • ^3"^^1^2'*'^^1^1"'^1 * v^-3v^V2+2v^ 

Ejemplo 

Utilizando los datos disponibles concernientes a la distribución de frecuencias 
de UEPs» de acuerdo con el numero de unidades de redes de enmalle de su propiedad, 
se calcularon los momentos Ug» ^3* ^u (^2 " ^^3,6; \i ^ - 244,782; u^ « 104205,7). 
Calcular Bj y g^ • 

^3 
Bj - — - (244,782)^ T (193,6)' • 0,008 

^2 (distribución casi simétrica) 

■-y « 104205,7 T (193,6)2 • 2,78 

^2 (curva ligeramente plat icur t ica) 

5 • 3 Medidas de la asimetría (índices de deformación ) 

Para comparar el grado de asimetría de dos distribuciones, es necesario contar 
con alguna medida de tal asimetría, que sea independiente del tipo de unidades 
empleadas. Teniendo en cuenta que el modo no esta influido por la presencia de 
valores extremos, que la mediana solamente esta influida por su posición, y que la 
media aritmética esta influida por el tamaño de los extremos, podríamos utilizar 
los parámetros para medir la asimetría. Las medidas de la asimetría debidas a 
Person son medidas relativas y vienen dadas por: 

^- ^kl * a 

2 s - 3(m>M) 
^' ^k2 O 

En el caso (1) anterior, si una distribución de frecuencias es unimodal y el 
modo esta a la derecha de la media, habrá una larga cola en el lado negativo y en 
consecuencia la curva se denominara de asimetría negativa, ^icj^^* ^^ obstante, 
si el modo esta a la izquierda de tal media, la curva se denomina de asimetría 
positiva, S|^^>0. 

Sin embargo, en la mayor parte de las distribuciones de frecuencias surge 
cierta dificultad al calcular exactamente el valor del modo. Y como la mediana 
puede localizarse de forma mas satisfactoria empleamos S^^ . 
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Otra medida (Bovley) viene dada por: 

(Q3-M)-(M-Qi) 
^^3 • (Q3.M)4{M-Qi) 

El valor de S^^^ oscila entre -1 y +1. 

Ejemplo 

Los valores calculados de m, T^, M» Q^ , Q^, a, de una distribución de frecuencias 
se indican mas abajo. Calcular Sy^^ , S^^^ S^^^. 

m - 58,10 

Tq • 59,30 

M • 58,43 

Qj - 48.50 

Q3 - 66,33 

a - 13,89 



S « SUTo , ?8, 10-5?, 30 , ^ 
^kl o 13,89 

^K2°^^' ^^^?3y''^^ ,,0,07 



{Q^-M)+(M.Qi) 



^k3 "" {Q3-M) + (M-Qi; 

(66,33-i8^> 3)-(58,l*3-^8,?) , ^^ ^^ 
" ■(^;33-58,l*3) + (58,U3-U8,5 

6. PROBABILIDADES EN UN ESPACIO MUESTRAL FINITO 

6. 1 Conceptos y definiciones 

El técnico estadístico solamente se interesa en la probabilidad como pertene- 
ciente a los posibles resultados de los experimentos. Ademas, solo se interesa en 
aquellos experimentos que tienen carácter repetitivo, o que puedan concebirse como 
tales. Como ejemplos de experimentos repetitivos simples pueden citarse lanzar 
una moneda a cara o cruz, o tomar la temperatura, mediante un termómetro, de las 
aguas de un lago diariamente. 

Desde el punto de vista estadístico, la descripción de un experimento debiera 
abarcar los aspectos siguientes: 

1 . Finalidad del experimento 

2. Condiciones experimentales del mismo, es decir» forma 
de llevarlo a cabo 

3. Descripción de los posibles resultados del experimento 
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Espacio muestral; punto muestral: El espacio muestral de un experimento es 
una serie o conjunto de elementos («s) tales que cualquier resultado del experimento 
corresponda exactamente a un elemento del conjunto. Un elemento de un espacio 
muestral se llama punto muestral. Conviene observar que la probabilidad que se 
asigne a un punto muestral dado, debería ser aproximadamente igual a la proporción 
de veces que el punto muestral se obtenga, o se espere que se obtenga» en un gran 
numero de repeticiones del experimento. 

Acontecimiento (E) : En un experimento, un acontecimiento se define como una 
colección de puntos muéstrales, todos los cuales poseen una propiedad particular. 
Para obtener la probabilidad de un acontecimiento E, súmense las probabilidades 
asignadas a los elementos del subconjunto (<>ss) que corresponda a £. 

Acontecimientos mutuamente exclusivos: Si dos acontecimientos no pueden ocurrir 
al mismo tiempo, se dice que son mutuamente exclusivos. Concretamente, si dos acon- 
tecimientos no tienenningun punto en común se denominan mutuamente exclusivos, o 
incoherentes* Y n acontecimientos son mutuamente exclusivos si ningún par de ellos 
tienen puntos comunes. 

Partición: Si los acontecimientos E^, E^» •••• E^ se excluyen mutuamente y por 
completo [es decir, su unión contiene todos los puntos muéstrales de (s)], decimos 
que m acontecimientos constituyen una partición del espacio muestral (s) en m 
subconjuntos . 

Acontecimientos complementarios: Se llaman acontecimientos complementarios a 
un acontecimiento £ y al acontecimiento ?, que conste de todos los puntos del mismo 
espacio muestral no contenidos en E. 

6 . 2 Aplicaciones de la probabilidad 

Las aplicaciones de la probabilidad a menudo se refieren a cierto numero de 
acontecimientos relacionados, mas bien que a un solo evento. Ademas, con referencia 
al espacio muestral (s), si E^, E^ , etc. son acontecimientos en (s) , la probabilidad 
de un acontecimiento expresado por PCE^) es un numero que tiene las propiedades 
siguientes: 

1. P(E.)'fO 



2. yp(E.)-l 

{ 1 



Teorema de la suma: Consideremos dos acontecimientos E^, E^ , relacionados 
con el experimento. Puede haber interés en saber si al menos uno de estos acón- 
tecimientos E^ y E^ ocurrirá mientras se lleve a cabo el experimento. Tal acon- 
tecimiento se expresara por la suma E ♦ E^ , y la probabilidad por PÍEj-fE»). Por 
otra parte, puede haber interés en saber si ambos eventos, E^ y E^» ocurrirán cuando 
se realice el experimento. Este acontecimiento conjunto se expresa por el producto 
E^E^ y su probabilidad por PCE^E^) (véase teorema de la multiplicación). 

En el primer caso, cuando £j y Ej se excluyen mutuamente, 
PÍEj^E^) - P(Ej) *P(Ejj) 

Si los acontecimientos E y E tienen puntos muéstrales comunes (E E ) resulta, 
PÍEj^E^) - P(E^) ♦PÍE^) - PÍEjE^) 
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Teorema de la multiplicación: Un acuario contiene 10 peces, 6 machos (E^) y 
4 hembras (^2^* ^^ elige al azar un pez (sin reposición) y se anota su sexo. 
La probabilidad de coger un macho en la primera extracción es: 

La probabilidad de sacar una hembra en la segunda extracción, sujeta a la 
condición de que se ha sacado un macho la primera vez es: 

PÍEj/Ej) - I 

Ahora bien, la probabilidad del acontecimiento conjunto E-EjE^, es decir, 
macho en la primera extracción y hembra en la segunda es: 

PÍEjE^) - P(Ej) PÍE^/Ej) . Yo""! " 1^ 
La expresión P(E2/E^) se llama probabilidad condicional. 

Si P(£^) " PCEj/E.), se dice que el acontecimiento E^ es independiente en el 
sentido de la probabilidad, o, mas brevemente, independiente del acontecimiento E^. 
Cuando Z^ sea independiente de E^, resulta: 

PÍEjEj) - P(Ej) PCEj) 

6,2.1 Ilustraciones 

En un estanque piscícola hay 200 peces, de los cuales 80 son machos (E ) y 120 
hembras (£2)* Si el muestreo aleatorio es con reposición, ¿cual es la probabilidad 
de sacar dos peces que ambos sean hembras? 

lUi»00 



^<=2=a' -0(M§) -í^-^.^é 



En el ejemplo anterior , .¿ cual es la probabilidad de que ambos sean machos? 

n/r. iP \ / 8O X 60 X 6UOO ^ ,^ 

Pt^i^i) ■ (200^^200' " TToooo " °^^^ 

En el ejemplo anterior, ¿cual es la probabilidad de que el primer extraído sea 
macho y el segundo hembra? 



P(E,Ep) « (SO-)(i¿Oj . 9600 . o 2^ 
^12/ ^200^^200^ 1*0000 "'^^ 



Si el muestreo se efectúa sin reposición, ¿cual sera la probabilidad: 

(a) de que el primer pez extraído sea hembra y el segundo hembra? (b) de que el 
primer pez extraído sea macho y el segundo también macho? y (c) de que el primer 
pez extraido ita macho y el segundo hembra? 

Solución 



(a) p(,^.,^/^^).(||£,(iii).l||M. 0,3588 



(O 
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6 . 3 Coordinaciones; Formulas combinatorias 

1. Factorial de n (n!): El numero de modos de ordenar n elementos 
en una fila es factorial de n, n ! n(n- I ) (n-2) ..., 2x1 

5!5xAx3x2xl « 120 

2. Permutaciones: El numero de modos de elegir r objetos de entre 
n objetos y disponerlos en una fila se designa por el nombre de 
numero de permutaciones que pueden hacerse con n elementos 
tomados r en una sola vez: 

n*^r (n-r)! 

Si n-4 y r«2, 

4j_ 4x3x2x1 
4*^2 " 2! " 2x1 

3. Combinaciones: El numero de modos de elegir r elementos de entre n, 
sin tener en cuenta diferentes ordenamientos» se designa por el numero 
de combinaciones de n elementos tomados r en una sola vez; 

^ r ^ r! (n-r) ! 



Si n-4 y r«2. 



4 4! 4x3x2x1 
4^ " 2!2! " (1x2) (1x2) 



6.3.1 Ilustraciones acerca del empleo de las formulas combinatorias 

Un acuario contiene 10 peces, 6 machos (Ej) y 4 hembras (Ej)- Se extrae al 
azar una muestra, sin reposición, de tres peces. Calcular la probabilidad de que 
ocurran los siguientes acontecimientos: 

1 . Que la muestra contenga tres machos 
P(E,E,E,) - (5) r ('^O) - -¡^ - { 

2. Que la muestra contenga dos machos y una hembra 



P(E E E ) 



(^)(^) 

^^2^^^ 60 1 



'i*^i*-2' 10. 120 2 
{ 3 > 

Que la muestra contenga por lo menos dos machos: 
Esta condición se cumple cuando la muestra contenga 
dos o tres machos. Estos acontecimientos se excluyen 
mutuamente y la probabilidad conjunta viene dada por: 

PÍE) - 14 » I 
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7. DISTRIBUCIONES TEÓRICAS DE FRECUENCIAS DE UNA VARIABLE 

7 . 1 Variables aleatorias y sus funciones de probabilidadl ./ 

En el supuesto de que un estanque piscícola contenga en total 200 peces» 20 de 
los cuales sean de especie A; 80 de especie B; y 100 de la especie C» podemos 
asignar a la especie x un numero de clave: I, 2, 3, respectivamente, y calcular 
las probabilidades 0,1 0,4 y 0,5. Una variable x evaluada numéricamente, como 
esta del ejemplo, definida en un espacio muestral, se llama variable aleatoria. 



Tabulando los resultados del ejemplo anterior se tiene: 



X : 1 , 2 , 3 
lf(x): 0,1, 0,4, 0,5 J 



o bien 



[ f(x): f(x^), fCx^); f(x3) 



En los precedentes datos tabulados, la función f(x) se denomina la función de 
frecuencias de la vatiable aleatoria x; f(x) proporciona la probabilidad de que la 
variable aleatoria x tome cualquier valor particular dentro de su recorrido. 



Distribución probabilí s t ica: 



Sea X una variable aleatoria con posibles valores 



conj unto: 



, x, y sus correspondientes probabilidades f (x ) , fCx^) 



f(x^), el 



f(Xj) 



fíx^) 



o bien 
donde 



X : (X., f(x.)) 
i - 1. 2 k 



^k ^^^k)^ 
se denomina distribución probab ilist ica de X. 



7.2 Distribución binomia (variable discreta)—^ 



Algunos 


experimentos se componen de repeticiones de 


tanteos ( 


dientes, cada 


uno de los cuales tiene dos resultados posibles, E^ 


distribución 


probabilística binomia puede describir la variación q 


una serie de 


pruebas del experimento binomio en cuestión 


hasta otr 


Sea p la prob 


abilidad de que ocurra un acontecimiento E^ 


cuando el 


lleva a cabo 


(éxito). P(Ej) "P y q" 1 -p denota la probal 
» (p ••• q) ■ 1 • Si se efectúan n pruebas indi 


jilidad de 


PÍE^) « q « 1-p 


«pendiente 


numero de Sxitos obtenidos en las n pruebas del experimento, hace 


para calcular 


la probabilidad de obtener x éxitos en n pruebas ind 


respecto a un 


acontecimiento cuya probabilidad de éxito. 


en una so 


La función respectiva se conoce con el nombre de función 


de frecue 


de Bernoulli. 







pruebas) indepen- 

y E^. La 

ue ocurre desde 

a serie de pruebas. 

experimento se 

que fracase, 
s, siendo x el 
falta una formula 
ependientes , 
la prueba» es p. 
ncias binomia o 



f(x) 



n ! X n-x 
x! (n-x)!P "^ 



/ Véase: Sumatorias, técnicas de esperanza. Capitulo 16, FIPS/T133, 
por G.P. Bazigos, Noviembre 1975 



2/ 



Véase asimismo sección Í0.2 
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La ««rie probabilística de una distribución binomia viene dada por el desarrollo: 
. ^ vn v nf x^n-x 



O 

Donde , 

q*p - í 

Momentos : 

Media: m - np 

Variancia: a^ - npq 

lij - npq(q-p) 

y^ - Sp^q^n^-»- npq(l-6pq) 

3 m ÍSZ2X, si p • q - i, entonces B, - O (simá'trica) 

1 npq / * 

2 npq 

Por lo que se refiere a las distribuciones binomias, se dispone de amplias 
tablas!/. Corrientemente, las tablas disponibles son de dos clases: (a) tablas 
que dan b(x: n,p), es decir, la probabilidad de observar exactamente x éxitos en un 
experimento binomio compuesto de n pruebas; y (b) tablas que dan la probabilidad 
de observar r o mas éxitos, es decir, la probabilidad acumulativa desde r hasta 
llegar a n. 

E j e mp 1 o 

El pescado se empaca en contenedores cada uno de los cuales contiene seis piezas 
del producto. Se eligió una muestra de 500 contenedores, examinándose la calidad de 
la elaboración de las piezas. La tabla siguiente muestra los resultados obtenidos: 
(a) Estimar los momentos de la distribución teórica que describe la población de la 
que procede la muestra (binomia positiva); (b) Estimar la probabilidad, P(x • 2), 
P(x - 5), P(x <. 3), P(x > 4) (x: se refiere al numero de piezas cuya elaboración 
es de baja calidad, descubiertas en los contenedores). 

■ 500 contenedores 





X 


: 





1 


2 


3 


4 


5 


6 




h 


: 


85 


100 


200 


80 


20 


10 


5 


SoluciSn 





















1 ^ ^ 



1 8 
If ■ np y, por tanto, p • — 1|— • 0,30 

a* • npq ■ 6x0,3*0,7 ■ 1,26 
o « +/r757 - 1,1225 

e . iaz£li . ijaxi^OoLili . 0,12698 

^1 npq 1,26 
T7 Tablas biomtftricas para estadísticos, Cabr .Un. Prs. , 195A 



48 FIPS/T135 

P(x - 2) « 0,32Ullf 

P(x«5) « 0^01027 

P(x<3) » P(x«0)+P(x»l)+P(x-2)^PÍc«3) - 0;92956 

P(x>U) « P(x«5)-»-P(x«6) « 0,01103 

O bien, P(x>U) « l-P(x<A) - 0,01103 

Cuando n es grande, la distribución binomia puede ajustarse de forma que se 
aproxime mucho a la distribución normal típica. Se ha demostrado que si x repre- 
senta el numero de éxitos en n pruebas independientes respecto a un acontecimiento 
cuya probabilidad de éxito en una sola extracción es p, la variable; 

x-np 
/npq 

tiene una distribución que se aproxima a la distribución normal, con una media igual 
a cero y una desviación típica igual a 1, a medida que aumenta el numero de pruebas. 

Ejemplo 

En el ejemplo anterior, calcular P(xs3) empleando los valores tabulados (áreas) 
de la distribución normal típica: 



^npq 



En el caso presente nos servimos del área que esta a la izquierda de x«3; 
para conseguirlo, en la tabla normal típica necesitamos tomar como límite de la 
derecha para xi/ el valor 3-j^: 

P<x<3> - P(t<l,514) • 0,9350 (aproximación) 

7.3 Distribución de Poisson (variable discreta )!./ 

Se ha demostrado que para un valor de n elevado y para p pequeño, hay una 
función que se aproxima a la función binomia de frecuencias, y que se conoce como 
función de frecuencias de Poisson, definida por: 

El parámetro X es la media de la distribución (X - m) • 



Momentos : 








Media: 


\ 


m xñ 




Variancia: 


o* 


- X, a - 


♦/T 




^H 


- 3X*+X 






^ 


I 
" X 






K 


--1 





J^/ Si se hace uso del área que esta a la derecha de x» el límite izquierdo de x 
es X— J" 

2/ véase asimismo sección 10.3 
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Como en el caso de la distribución binonia, se dispone de tablas para la 
distribución de Poisson, tablas que dan las probabilidades de observar exactamente 
un valor de x» aai como la probabilidad acumulativa desde r hasta llegar a n. 

E jemplo 

La media muestral estimada de una muestra tomada de una población que obedece 
a la distribución de Poisson es x"2,6; calcular: (a) P(x"0), P(x-l), P(x¿2); 
(b) a, 6^, B^. 

P(x»0) «. ^, 

P(x«l) • 0,193112 

P{x<2) • P(x-0)+P(x«l)-^P(x-2) « 0,5lBU32 

5 » ♦/FT? « l,6l2 



^1 • 27? " ^^5®^^ 
Bg « 3-»-^ » 3,381*6 



La distribución de Poisson tiende a la normalidad a medida que m«X aumenta; 
como en el caso de la distribución binomia se puede hacer uso de los valores 
tabulados de la distribución normal típica para el calculo de las probabilidades: 

x-A 

t • — -mr- 
A 

7.4 Distribución binomia negativa (variable discreta )-^-^ 

Se ha visto que la hipótesis inherente a la serie de Poisson es que la probabi- 
lidad de un acontecimiento permanece constante, lo cual en la practica no suele ser 
cierto. Toda variación en la esperanza de un acontecimiento - en particular, toda 
tendencia respecto a un acontecimiento de incrementar la probabilidad de otro - 
aumentara la variancia de la distribución con relación a la media, por lo cual una 
distribución binomia negativa, invariablemente describirá mejor los datos. 

La serie probabilí s t ica de la distribución binomia negativa viene dada por el 
desarrollo : 

(q-p) - -; -g- 



Donde , 



q-p - I y q - l+p 



2 



La media: p • kp 

La variancia: o^ « kpq - yq • UÍl-^-p) - P ( 1 •••^) • P^^ 

- — k 

Los términos individuales de (q'-p) vienen dados por; 



Hx) - <i*í)"iífsHf 'ü^'" 



y VSaae también: Kllio, J,M, (1971), Some methods for statistical analysis of 
samples of Benthic Invertebrates , FRES,Wat . Biol . Ass . 23 
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El valor inverso del^axpontnte k» «s decir» 7^» es una medida del exceso de 
variancia o de aglomeración de individuos en la población, concretamente i 

1. Si k-»*», k"^ ^ * ^^ distribución converge hacia la serie de Poisson, 
es decir» a^ ■ y 

2* Si el agrupamiento aumenta k-^0 y ?*-^«o y la distribución converge 
hacia la serie logarítmica 

Las estimaciones de los parámetros y y k se calculan a partir de la distri- 
bución de frecuencias de la muestra» y vienen dadas por las estadísticas x y C. 
Concretamente» x se calcula del modo usual. Si s^ ^ a^ » se tiene: 

2 y^ 
^ ^ ^ * k 

Sustituyendo en esta ecuación las estadísticas en vez de los parámetros» 
se tendrá: 

s -x.^ 

Y, por tanto, 

^ X* 

k « K 1, (aproximadamente) 
s -X 

Ejemplo 

La distribución de frecuencias indicada mas abajo proporciona la distribución 
de área de la pesca pelágica en un lago» según ha sido estimada mediante ecosondeos 
(datos muéstrales). Concretamente» la "variante** x expresa lecturas de integrador 
(mm) por unidad de distancia de muestreo elemental (dos millas marinas) y f se 
refiere a las frecuencias de unidades de distancia para cada valor de x. 
Sirviéndose de los datos muéstrales» estimar k. 

x: O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 I 12 13 14 15 16 
f: 4 14 18 24 20 12 14 12 10 8 6 4 4 2 2 2 2 



Soluci6n 



n ■ Jf . • 158 
i ^ 

í - I^i»i/a "158 ■ 5;379T 

8* - 13,2561 



Una estimación de p viene dada por 

1 1 



^ ' TTTTk ' ^^ 5,37<>> - ^^^^^ 



Las tablasJL/ dan las probabilidades esperadas para términos individuales de la 
distribución binomia negativa. 

U Williamson» E. y Bretherton» tf.H* (1963): Tablea of the Negativa Binomial 
Probability Distribution» New York 



yiPS/TI33 



51 



7 . 5 Diitribuci6n nortoaX (variable continua ) 

7.5.1 Qué se entiende por distribución nortnal 

Supongamos que las capturas de pescado de una cierta embarcación dedicada a la 
investigación» constan de 2000 peces de una especie dada A. La "variante" de la 
encuesta es la variable continua» longitud por pieea. En la tabla que sigue 
(Tabla 7.5.1.1) se indica la distribución de longitudes de los peces capturados. 

Tabla 7.5.1.1 Distribución de longitudes de los peces capturados 



Longitud 
(x) 


Nüm.de 


(%) 


Acumulativo 


Observaciones 


(cm) 


peces 




(%) 




23-24 


20 


1 ,00 


1 ,00 




24-25 


30 


1 ,50 


2,50 




25-26 


40 


2,00 


4,50 




26-27 


120 


6,00 


10»50 




27-28 


170 


8,50 


19»00 




28-29 


220 


1 1 »00 


30,00 




29-30 


270 


13,50 


43,50 




30-31 


300 


15,00 


58,50 




31-32 


250 


12,50 


71 ,00 




32-33 


220 


1 1 ,00 


82,00 




33-34 


140 


7,00 


89,00 




34-35 


100 


5,00 


94,00 




35-36 


50 


2,50 


96,50 




36-37 


40 


2,00 


98,50 




37-38 


30 


1,50 


100,00 




TOTAL: 


2000 


100,00 







Las figuras que van a continuación (Figuras 7, 5.1. la, 7.5.1.1b) constituyen 
representaciones gráficas de la distribución de longitudes y la distribución 
relativa de longitudes de los peces capturadosi./ . 

% 



4i 

o 



320 

280 
2U0 

200 

160 

120 
80. 

kO 



Longitud de peces (cm) 
Tabla 7.5.1 .la 
1/ VSase tambiCn la secciSn 10.1 



p 




r/- 


\ 
\ 


/ 


■\\ 


t 




i 
1 

rt 

1 


\ 


1 




1 

i 


\ 


1 
1 

1 25 2? 29 


\ 
31' 33 35 37 x 



20 




2U 26 28 30 32 ^k 36 38 
Longitud de peces (en) 
Tabla 7.5.1.1b 
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Una evaluación del histograma construido (curva) indica que nuestra "variante" 
varia continuamente, y que a medida que el intervalo de clase (longitud) se reduce 
indefinidamente llegamos a la idea de una distribución continua, donde la fre- 
cuencia relativa de la variante cambia continuamente, al igual que continuamente 
lo hace la propia variante sobre su recorrido. La distribución es completamente 
simétrica, desapareciendo bastante rápidamente en las colas, y posee una forma que 
se parece bastante a la curva de campana de la distribución normal. La experiencia 
demuestra que muchas "variantes" en la esfera de la estadística pesquera y de la 
biología obedecen a una distribución normal-3^'. 

7.5.2 Propiedades de la curva normal 

De la Figura 7. 5.1. Ib resulta evidente que las frecuencias relativas asociadas 
con los intervalos de clase de longitudes se asignan mediante la curva del diagrama, 
llamada curva normal. De la inspección del gráfico (Figura 7.5.1.1b) se observa 
que la curva: 

1. Tiene su máximo en la abscisa x » m. El valor de la ordenada 
correspondiente a x«m es 1 /a/27r (ordenada máxima) 

2. Es simétrica respecto a la ordenada máxima 

3. Se extiende ilimitadamente a la derecha y a la izquierda, y se 
aproxima muy rápidamente al eje de las x a medida que nos 
separamos del valor x ■ m, en uno u otro sentido 

Además, se ha demostrado que el área comprendida entre la curva y el eje de las 
X es igual a la unidad. La figura que sigue (Figura 7.5.2.1) muestra ciertas áreas 
contenidas en la curva. 



Concretamente, en la Figura ' 7 . 5 . 2 . 1 el área limitada por la curva por encima de 
un intervalo cualquiera representa la probabilidad de que la variable aleatoria o 
"variante" se encuentre en este intervalo. 



3U,13Í 



U,13íí 



13,59í 



13,59?í 



2,15í 




15Í 



Fig. 7.5.2.1, 



J_/ Un modelo matemático que ha demostrado ser muy ütil para distribuciones 
como estas, es la llamada distribución normal o distribución gausiana. 



Se define como 



sigue : 

f (x) 



1.x- 
t(--7 



a/27r 



Donde m, a y 
frecuencias. 



son parámetros, (a>0) . que hacen de f(x) una función de 
De la función anterior es evidente que una distribución 

normal queda completamente determinada si se especifican su media (m) 

y la desviación típica (o "standard") (a) 
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7.5.3 Parámetros de la distribución 



II3 « O 

y^ • 3(aM 

33^-0 

02 = 3 



7. 5. A Curva acumulativa 



1,00 



0,75 



0,50- 



0,25 




m-»-3a 



7.5.5 Suma y diferencia de variables aleatorias normales 

Si Xj, Xj están distribuidas normalmente, con medias mj, m^ y variancias a ^ , a^ 
resultara que 2 y z^ tendrán distribución normal, donde: 

Zj " Xj ■♦• Xj , tiene como media mj-t-mj, y su variancia es <^\'^^l 

z^ " Xj - Xj , tiene como media mj-mj, y su variancia es ct^í-q^ 

7.5.6 Distribución normal txpicai ./ 

La "variante" t « (x-m)/a se denomina "variable aleatoria normal típica". Se 
ha demostrado que la variable t esta distribuida normalmente, con una media igual 
a cero y una variancia (desviación típica) igual a la unidad. Se dispone de tablas 
(véase Apéndice II), que dan: (a) Las coordenadas de puntos sobre la curva normal 
típica para valores de t entre -4,00 y +4,00 a intervalos de 0,1; y (b) El área 
que queda por debajo de la curva típica normal desde O hasta t.. 

E j emplo 

Si t es la variante normal típica y tj « 1,54 determinar el área CAÍt^)) que 
queda por debajo de la curva normal típica desde O a t^. A(tj) - P (0<t< I , 54) « , 4382 . 



1/ 



El modelo matemático para la curva normal típica es: 



f (t) - ^e ^ 
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0,U362 




Ejemplo 

La distribución de longitudes de peces pelágicos en un cierto lago, se^atiene 
a la distribución normal; su media (longitud media) m*5 cm y su desviación típica 
a -1,5 cm. Determinar la proporciSn de peces entre longitudes x^ - 3 cm y Xj ■ ® ^^' 

Solución: 



(a) Para x^ y x^ los respectivos valores de la "variante normal típica" 
t son : 

tj - (3-5)/l,5 - -1.33 (approx.); t^ - (8-5)/l,5 - 2 

(b) A(-l,33) • A(l,33) - 0.4082 
A(2) « 0.4772 

(c) P(3cm<x<8cm) - A(- 1 . 33) •»-A(2) - 0,8854 o 88.54% 



En el ejemplo anterior, hallar la proporción de peces con longitudes superiores 



a X j ■ 9 cm: 



O bien. 



9-5 



tg • -j — F •" 2.06 (approx.) 
A'(2,06) - 0.50-A(2,06) - 0,50-0,4803 • C,0I97 

P(x>9cm) - 1.97X 



En el ejemplo anterior hallar la proporción de peces de menos de x^ • 3,5 cm de 
longitud : 



O bien. 



A'(-l) • 0^50.A(1) - 0^50-0, 3í*13 « 0,1587 



P(x<3,5cm) « 15,67% 
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8. ESTIMACIÓN E HIPÓTESIS PROBATORIAS 

8. 1 Estimación 

8. 1 . J Definición estadística de muestren aleatorio 

Desde el punto de vista estadístico la estructura orgánica de una muestra alea- 
toria satisface las dos condiciones siguientes: 



(a) f.(x) - f(x) 

(b) S^(x,. X, 



• t X^) ■ f(Xj), fíXj) ..., ^(3C^) 



significado de la condición (a): Suponiendo que mediante un procedimiento de 
muestreo dado se hayan seleccionado n unidades de una población infinita, y que sean 
X , x^, •••» x^ los valores poblacionales de una "variante" dada» ateniéndose a las 
mismas condiciones experimentales pueden seleccionarse un infinito numero de muestrac 
de tamaño n. La tabla que sigue indica el orden de las muestras tomadas: 



1 ra 

1 muestra: 

oda 

2 muestra: 

3 muestra: 



Xj, x^, 



^3 

x' 

x" 



X., 



En esta tabla, el conjunto de valores de orden i (x£, xj, xV, ...) puede^ 
considerarse como la serie de valores de una variable aleatoria con una función 
de frecuencias f£(x). Si f(x) es la funciSn de frecuencias de la población original, 
el procedimiento de muestreo produce muestras aleatorias si: 



.(x) « f (x) » f (x) 



« f.(x) 



f^(x) « f(x) 
n 



En tal caso, la serie o conjunto de n valores elegidos, x^, x^ , x^, ..., x^^, 
define una muestra aleatoria de tamaño n tomado de la población que se investiga. 



Significado de la condición (b) : 
muéstrales . 



Indica la independencia de los valores 



8.1.2 Estimadores 



En estadística, la mayor parte de los problemas de estimación se refiere a 
estimar parámetros de funciones de frecuencias. Por ejemplo, los estadísticos 
dedicados a pesquerías, se interesan en estimar el peso medio de un pez^de la 
especie A, o bien la variancia de la función de frecuencias u otros parámetros. 
En el caso de que se desconozca el valor del parámetro O que nos interese, puede 
obtenerse una estimación de 6 por puntos, sirviéndose de los valores x^, x^» •••i 
de una muestra aleatoria tomada de la población que se investiga. Sean x^, x^ , 

La función expresada por: 



x_ los valores de la muestra aleatoria, 
n 



- <t«(x, 



''n) 



define una función de variables aleatorias x^, x.. 



x y se llama el estimador 



de e. Por ejemplo, una estimación de la poblaciSn m viene dada por la media 
muestral x. En tal caso la función anterior es: 



• — (x, + X, 

ni 2 



*v 
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Conviene hacer notar que el técnico estadístico suele emplear el termino 
"estimador" para la función, y el termino "estimación** para el valor de la £unci5n 
después de que se hayan insertado los valores de observación. 

8.1.3 Distribución de muestreo del estimador t 

Repitiendo indefinidamente un método de muestreo dado, podemos producir un gran 
numero de muestras de tamaño n. Dentro de cada muestra se puede calcular el valor 
de la "variante** aleatoria t. La distribución de frecuencias de t de todas las 
muestras posibles de n, se denomina "distribución de muestreo del estimador t". 

8.1.4 Propiedades de los estimadores 

1. El estimador t se dice que es insesgado cuando E(t) «d. 
Nota: El símbolo E representa esperanza 

2. Para un parámetro dado 6, puede considerarse mas de un 
estimador, v.g. 



^1 " *1^*1' ""2' 
tg *^2^*1* ^2* 



Si V(tj)<V(t2)» el símbolo V se refiere a variancia, 

y por ello el estimador t^ se dice que es mas compatible 

que el t^ 

Un estimador óptimo es el mas consistente de un grupo de 
estimadores insesgados 



8.1.5 



— 1 r 
El estimador x ■> — >x. 
nj 1 



Se ha demostrado que: 



£(x) * m (incíesgado) 



V(x) 



£1 

n 



(a_ - -^) 
^ /n 



Asimismo ha sido demostrado que la distribución de x, cuando la población 
investigada es normal, x:N(m, a^), es normal x:N(m, %>) • Si la población de 
origen no es normal, la distribución de x se aparta o difiere de la normal. No 
obstante, la distribución de x tiende a la normalidad a medida que aumenta 
indefinidamente el tamaño n de la muestra (teorema del límite central). En la 
practica, cuando n>50 la distribución de x sigue la distribución normal. 



Distribución de x 



Figura 8.1.5.1 




Distribución de r 

(Población de origen) 
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8.2 Intervalo de confianza para m, (n>50 ) 

Se ha indicado que x es un escimador insesgado de m y que para n>50 (indepen- 
dientemente de la dia£ribucion de la población original) el estimador tiene una 
distribución normal x:N(my ^) ' ^° obstante, en muchos problemas de estimación 
se prefiere una estimación de intervalo que exprese la exactitud de la estimación 
y a la vez proporcione estimaciones por puntos. Para los estimadores normalmente 
distribuidos» puede emplearse la curva normal para hallar semejante intervalo. 

La distribución del intervalo de confianza relativo a m sirviéndose de los 
resultados de una determinada muestra es como sigue: 

1 . Empleando los datos muéstrales se calcula el valor de x. 

2. Aunque m se desconoce» se sabe por la teoría estadística 
que x* estará normalmente distribuida con relación a m» 

con un error típico a— (a ■ desviación típica de la población). 

3. £1 intervalo fijado» aunque desconocido: m±l»96a'^» a la larga 
contendrá el 95 por ciento de tales medias muéstrales. 
Ademas» el intervalo: x±l»96a'j es un intervalo variable, 

que cambia con cada muestra de n. En el muestreo repetido» 

a la larga, el 95 por ciento de tales intervalos contendrán a m. 



m 



Figura 8.2.1 

4. En la practica, solamente se elige una muestra y por lo tanto 

solo se dispone de una de tales x. Basándose en esta muestra 

única se mantendrá que el intervalo lt±I,96a3^ contiene la media 

m de la población (P «* 95 por ciento). 

Ejemplo 

Para obtener una estimación del peso medio de los cestos de pescado de un 
tamaño dado en un mercado de la orilla de un lago, se eligió, al azar, una muestra 
de 64 cestos llenas de pescado. Estimar el intervalo de confianza para m (P * 95 
por ciento), cuando x-20 kg y a^-9 kg^. 

Solución: 



« 6U, X « 20kg, O- • 



/ST 



» 0,3T5kg 



20kg-l,96xo,3T5<m<20kg'^l, 96x0, 37 5 
19,265kg<m<20^735kg 
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8.3 Prueba de la hipotesisi-s H^im^m^ 

Supóngase que un biólogo esta convencido, en virtud de su labor experimental» 

de que el promedio de longitud de una especie cosechable es m^. Supongamos también 

que se conoce la desviación típica (a) de la variante de la encuesta. Según el 

biólogo, respecto al valor del parámetro desconocido m, se trata de una "hipótesis 

estadística** denotada por H^:m"m^. 

«^ o o 

La prueba o contrastacion de una hipótesis estadística es un procedimiento para 
decidir sobre la aceptación o rechazo de la hipótesis. Con objeto de probar la H^ 
debieran seguirse los pasos que a continuación se indican: 

1 . De la población que se investiga se toma una muestra aleatoria de 
tam^'ano n (n>50) . De la muestra elegida se calcula el valor de 
la x" estadística 

2. Se estima el intervalo de confianza para m (v.g. P « 95 por ciento) 

x-1 , 96a— <m<x-»-l , 96o— 
• X ' X 

3. Aceptamos la hipótesis H^, si m^ esta incluido en el intervalo 
estimado, y viceversa. En el presente caso se probo la hipo- 
tesis en el intervalo de confianza del 95 por ciento o nivel 
de investigación a - 1 -O, 95 - 0, 05 , o 5 por ciento. 

Ej emplo 

La longitud media estimada de una especie cosechable dada es x" 174,5 mm. 
Se calculo el valor de x sirviéndose de los resultados de una muestra aleatoria 
de tamaño n - 1 00 peces. Si O^ • 6,25 contrastar (probar) la hipótesis de que 
m « 1 76 mm (a - 0,05) . 

Solución: 

n - 100, X « 17U,5» O. - 7=^ ■ 0,25mm 



1 



»loo 



2. Intervalo de confianza para m, (a «0,05) 
lTU,5mm-l, 96x0, 25mm<m<17U,5inm-«-l, 96x0, 25mm 

lTU^01mm<m<lT^^99mm 

3. Se rechaza la HQ:m-176 mm para a -0,05 

8.4 Variante **t** de Student 

Sea u normalmente distribuida, con media igual a O y variancia unitaria N(0, 1); 
supongamos que U^ tiene una x^ con v«n-1 grados de libertad-^^ y que u y U estén 
independientemente distribuidas. Se verificara: 






\^l Al contrastar H^ pueden producirse errores de dos tipos: El tamaño del error 

tipo I es la probabilidad de que el punto de muestra caiga en la región crítica 
cuando H^ sea cierta; e'l tamafio del error tipo II es la probabilidad de que el 
punto de muestra caiga en la región no crítica cuando H^ no sea cierta. 

21 Véase Capítulo 10 
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obedece a la dietribucion de t de Student con v grados de libertad. Esta distribución 
tiene mucho parecido con la distribución normal típica (véase figura siguiente). 
Concretamente, en la practica» cuando v>609 esta distribución se considera idéntica 
a la distribución normal típica. 




Distribución de Student 



Distribución 
normal típica 



Fisura 8.4.1 



Los valores tabulados de la distribución de Student (véase Apéndice II), 
proporcionan los valores de t para grados de libertad dados (v) y para niveles de 
significación determinados, a saber: 

P(|t|>t^ ,^) - a 



O bien, 

P(-t 



<t<+t ) « 1-a 
V. a V • a 




v.a 



•♦•t 



v,a 



Figura 8.4.2 

8. 5 Límites de confianza para una media 

Sea X una variable normalmente distribuida, cuya media es m y su variancia a^. 
Si X y s^ son sus estimaciones muéstrales basadas en una muestra aleatoria de tamaño 
n, en virtud de la sección 8.4, se tendrá: 

o 
Y, por tanto. 



la relación 



60 FIPS/TI35 

posee una distribución de t con V • n-1 grados de libertad. Si t^ q. ^ representa el 
valor de t tal que la probabilidad es 0,05 que ¡t|>t entonces,* el intervalo 
de confianza del 93 por ciento respecto a m viene * * dado por: 

E j emplo 

De un cierto estanque que contiene peces de la especie A, se tomo una muestra 
aleatoria de n» 10 peces. La "variante" de la encuesta era el peso por pieza (pez) 
(variante x, gramos). Los datos de la muestra son: 

10 10 

J X. « J9950, I X? 39800270 
i«l ^ i-1 ^ 

Estimar el intervalo de confianza (95 por ciento) respecto a la media de la 
pobl ación . 

Solución : 



1995 



(íx.) 



2 



' - írrrU^i --"S" ^ " -{39800270 -Ü^^-^'} . 2,22 gr^ 






t - 2,262 

0,05,9 



t 4= - 1 ,063 
0,05,9/n 

1995-1 ,063<m<1995+I ,063 
1993,937gr<m<1996,063gr 

8. 6 Significación de la diferencia entre dos medias muéstrales (x^*x^ ) 

Suponiendo que se hayan extraído dos amplias muestras de tamaños n^ , n^ de dos 
poblaciones que no son normales, con parámetros m^ , a ^ , y m^ , CJ^ , respectivamente; 
si "Xj y "x, son las medias de las muestras elegidas, estos estimadores obedecen a la 
distribución normal: 



X, : N(m , — ), x„ : N(m , — ) 
1 1 • n • 2 ^ 2 * n^ 

Se ha demostrado que la diferencia entre las medias muéstrales (x^-x^) ®® ^^* 
"variante" aleatoria, que sigue la distribución normal con: 
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Media s Edfj-ICj) ■ "i'^j 

0* O* 
V.riancia : V(5f,-x^) - a^ " -T" * n" 

12 ] 2 

Error típico: a_ — ■ ^JaL ~ 

(Xj-X2)-(inj-raj) 
La relación t » 

Se atiene a la distribución normal típica, t:N(0,l). El intervalo de confianza 
I-a para t es: 

(Xj-X2)~(tn -m ) 
-t < < + t 

A partir de esta desigualdad, puede establecerse el intervalo de confianza de 
(mj-m^) para un nivel de probabilidad dado: 

(x -x^)-t a- -. <in '•m <(x -x )-»-t o^ - 
i 2' ax-x„ j 2 1 2 ax-x 

12 12 

La teoría expuesta mas arriba puede emplearse también para contrastar la 
hipótesis : 

H^:(m,-n.,) - 6^. (6J*0) 

Aceptamos la hipótesis si: 

(x -x^)-t a— ~ <6 <(x -x^)+t a— - 
1 2' ax-x OÍ 2' ax-x 

12 12 



O si : 



(x -X )-6 I 

12 o' ^^ 

^Y -ir 

1 2 



es decir, si el valor de t estimado es menor que el valor de t significativo 

correspondiente (t ). 

^ a 

Otro campo de aplicación de la teoría es contrastar la hipótesis: 



O bien, 



H^:(B.,-«^) - 6^. (6^ - 0) 



»o= "i'^z 



En tal caso el valor de t estimado viene dado por: 

|xj-xj 
t « 

^ir -X 



La hipótesis HQ:m «m^ es valida si el valor de t estimado es menor que el valor 
de t significativo correspondiente (tg) . Si t>tg la hipótesis se rechaza. Ello 
quiere decir que la prueba (contraste) ha indicado que existe una diferencia signifi- 



cativa entre las medias muéstrales x -x 
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8. 7 Significación de la difTcncia (m^-m^) cuando se degconocen 
Tas variancias de la población 

Si las variancias de la población se desconocen no es posible calcular el valor 
del error de muestreo de Ic^^-lcji es decir: 






Sirviéndose de los datos muéstrales puede calcularse una estimación de o^ ^ 



Y, por tanto, 

-2 

(a) Si nj y n^ son grandes (n^, n2>50), la relaciSn: 

se atiene a la distribución normal típica. El intervalo 
de confianza para (mj-mj) para 1-a, viene dado por: 

Asimismo» el intervalo de confianza estimado puede emplearse 
para contrastar la hipótesis HQ:mj-m2»6o (véase sección previa) 

(b) Si las muestras seleccionadas son pequeñas» es decir, si n^ • 10, 
n^-lS, para contrastar la hipótesis HQ:mj-m2*5o habrá que 
introducir ciertos supuestos en las condiciones experimentales 
de la prueba» a saber: 

(i) Las dos muestras han sido extraídas de poblaciones 
normales 

(ii) Son iguales las variancias desconocidas de la población» 

En tal caso» si S^ es la variancia agrupada estimada, 

^^ (njDsJ-t-íng-Dsl J* li 1' J^ 2i 2' 
n^^ng-a * n^+ng-2 

puede demostrarse que la relación: 

(i -X )-(m.-m2) 
t - \ /r— — 
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sigue la distribución de t de Student (v » n ^-^n^^l). El intervalo de confianza estimado 



(n-«2)-tv.a'/Í74^«l-»2<(5l-52)-^^v.a*/5^ 



Ej emplo 



De dos zonas limnologicas de un lago se extrajeron peces juveniles (inmaturos) 
de una especie dada. La tabla siguiente da el peso estimado, por pez» (x:gramo6) 
en las muestras seleccionadas. Contrastar (probar) la hipótesis de que el promedio 
de peso» por pez, es el mismo en las dos zonas limnologicas, H^^im^ » m^ . 









-datos 


mués trales- 


Zona 
Limno- 
lógica 


^i 


Peso por pez (g) 


Zx.(gr) 


Zx»(gr») 


L:l 


n,.8 


8,10,10,9,11»9.7,7 


Ix,,-71 


Zxl,-6>.5 


L:2 


n2»6 


6,10,7.9.12.8 


Ki-52 


Zx|..».7U 



Solución: 



(íx^.)» 
n^-1).*- <Ix*.- ^ ^ > - {61.5-^^^} - lJ.,875gr* 

(Ixg.)» ^ 

ng-Dsl - lUli^--^ } - {U7U-ilfi-} - 23,333gr* 

8 - -f/S-lBUgr» - l,78Ul»gr 

6- _- - 1.78í»J»^+| - 0,9636gr 



Valor c estimado de Student: 



, . iVM . |er8T?0-8r^6667| . o,2X59 



' »1- *2 



Valor t tabulado de Student: 
t^ - 12, a - 0,05 



- 2,179 



Dado que, 

t 

la hipótesis establecida, H^tm^^m^ es valida. 



t<t ^ ^. 0,2159<2,179 
V • a 



64 



FIPS/T135 



^•8 Muestras no indepcndientee (t"Student ) 

Cuando existe inherente apareamiento entre los pares de elementos en dos muestras, 
lo corriente es deducir que las dos muestras no son independientes. Es sumamente 
importante reconocer como tales a las muestras que no sean independientes , pues no 
deberán ser tratadas como muestras independientes* 

Ejemplo ^ 

Con objeto de averiguar el efecto que tiene sobre la captura la duración del 
periodo de arrastre, se utilizaron dos arrastreros A y B. El periodo de arrastre 
de A fue de media hora y el de B de una hora. Los datos muéstrales obtenidos, 
convertidos en kg/redada/hora se indican a continuación. Contrastar la importancia 
de la diferencia entre el promedio de capturas, por redada, respecto a A y B. 

- Capturas por redada/hora (kg.) - 



Arrastrero A 


^i'- 


300 


290 


1»50 


360 


270 


1(20 


330 


Arrastrcro B 


xj: 


320 


30»» 


370 


1(20 


3»t0 


390 


3»»0 


D « A - B 


dj-Xi-x. 


-20 


-lít 


+80 


-60 


-70 


+ 30 


-10 



A fin de contrastar la hipótesis anterior, se determina el valor de d y se 
verifica si d difijere significativamente de cero. En nuestro caso, la hipótesis 
de nulidad es que d es la media de una muestra aleatoria proveniente de una población 
de diferencias cuya media es cero 



(a) 



•^1 1 



(b) d « ^[d. a -9/lí*29 

(c) ,a ^^l,^3h}l^. 

d n-1 '• 1 n 

l{l61,96-Í-=|Íii} - 2651.81 

(e) t - ill^ - Ía^4|4í^^ - 0,1*7 
^'^ S.6. a.0,05 ■ ^''•'♦T 



(g) Conclusión: El valor de t estimado es menor que el valor tabulado, 
luego la hipótesis establecida es valida, es decir, no hay dife- 
rencias significativas en los promedios de capturas, por redada, 
entre los arrastreros A y B. 
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8. 9 DistribuciSn de proporción p*y (muestras grandes ) 

Suponiendo que« con objeto de estimar la proporción de peces que, en un cierto 
estanque piscícola, están atacados de una cierta enfermedad (P) » tomamos una serie 
de muestras de tamaño n, en las que la "variante** x expresa el numero de peces que 
en la muestra sufren de la enfermedad en cuestión (**variante'* binomial) . Se ha 
demostrado que: 

E(x) - nP 
V(x) - nP(l-P) 

Si p es el valor muestral de la proporción (p - P) , p sigue la distribución 
binomia : 

E(p) « ~E(x) « ixnP « P 
n n 

V(P) - o» - 7rV(x) - K nP(l-P) - PilzLi 
p n n n 

Se ha demostrado que a medida que n •*- • la relación: 

^- P 

t . x'^^x) . x-nP ^ n ^ 2ZL 

^x /nP(l-P) / P(l-P ) ^p 

/ n 

tiende a la ''variante** normal típica. Concretamente, para muestras grandes, v.g. 
n>200, la misma proporción muestral p sigue la distribución normal: 



/ 



p(i-p) ) 

n 



Se demuestra que el intervalo de confianza de P estimado (para una determinada 
probabilidad) viene dado por: 



p-t 8 <P<p + t s 
*^ a p ^ a p 



Donde , 

s 
P 

Asimismo, el intervalo de confianza estimado puede emplearse para contrastar la 
hipótesis, H^:P»Pq. 

E j emplo 

Con objeto de contrastar la hipótesis de una distribución uniforme de machos y 
hembras en un área de pesca, se tomo una muestra de 400 peces. La proporción 
muestral de machos en la muestra fue p«0,44. Contrastar (probar) la hipótesis 
de que H^rP-O.SO (a«0,05). 



Solución: 



Valor de t estimado: 

lo 



* -^ 



Tabulado t « ^, - 1 »96 

a«0 ,05 






Como t>t , 2,42>1,96 la hipótesis (H^:P-0,50) no es válida. 
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El intervalo de con£iansa para P viene dado por: 

0.44 - 1 ,96 X 0.0248<P<0,44 -»■ 1 ,96 x 0,0248 
0,3914<P<0,4886 

8.10 Distribución de la diferencia (Pi'Po) 

Si de una población dada se eligen dos muestras grandes, de tamaños n^, n^ 
y en cada muestra seleccionada se calculan las proporciones: 

resulta que la diferencia (p^p ) sigue la distribución normal con: 
Media: m ^ • Eíp^-p^) • O 

Variancia: a^ - P(l-P)(— ^— ) 

Una estimación de P viene dada por: 

P B P B ______ . ______ 

Una estimación de O^ viene dada por: 

Pj-Pj, 

8* - p(l-p)(— + — ) 
El intervalo de confianza para Pi""P2(" ^) viene dado por (para 1 --a dado): 

(Pl-P2)-^S,-p/'^"'^'^''"''^*'"''^l-^2 

Asimismo, el intervalo de confianza establecido puede emplearse para contrastar 
la hipótesis H :P^ " ^a » ^^ decir, las dos muestras han sido seleccionadas de la 
misma población. 

Ejemplo 

En actividades piscícolas se emplearon dos diferentes clases de tratamiento 
para proteger los peces contra una cierta enfermedad. El tratamiento 1 se aplico 
a una muestra de n^ - 120 peces, mientras que el tratamiento 2 se aplico a una muestra 
de Tí^ « 160 peces. Las proporciones estimadas de peces afectados por la enfermedad 
en las dos muestras son, respectivamente: 

Pj • 0,082, p^ - 0,094 
Probar la hipótesis de que H i?^^?^^ (a "0,05). 

Solución: 



p« . 129x9, 98|jt^pxg,ogl> ^ ^^Qgg^ 
"P1-P2 ■ 0, 0889x0, 9111 (j|;ytjj^) • 0,0012 
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Valor de t «atimado: 



/O, 0012 
Valor de t tabulado: 

*ta«0,05 " 1'96 

Como t<t ^ , 0,346<1,96 la hipótesis es valida. Ello quiere decir que los 
dos tratamientos'no producen resultados marcademente diferentes. 



9. LA PRUEBA DE X 

9. 1 La variante X ^ 

Suponiendo que de una población normal N(m» a^) se toman muestras aleatorias de 
tamaño n, x^» x^ » •••» x^, y que en cada muestra elegida se calcula el valor de la 
función siguiente: 



(■ 



-)MÍ^)** ..• *(^)^ 



La función anterior define una variable aleatoria, X . Los valores de esta 
"variante" van desde O a infinito. 

n X « — m 2 

i«l ^ 

En la función precedente el numero de términos independientes denota los grade 
de libertad de la "variante" X , v • n. La distribución de la variante X^ depende 
de los grados de libertad. • La figura que sigue (Figura 9.1.1) da la distribución 
de X^ para varios grados de libertad-L'. 




Figura 9.1.1 



Distribución de X'' 



para n«l , 

^■v-2, excepto cuando n*l 
•V y la variancia 2v. 



y entonces 



j^/ El modo de la distribución de x* esta en 

el modo esta en cero; la media esta en x^ 

Cuando v>30» Fisher ha demostrad o que /2x^ esta, aproximadamente, normalmente 
día tri buid o respecto a la media /2v-l , con una variancia igual a la unidad. Así 
/2x* •" /2v*i puede considerarse como una variante normal típica para valores de v>30 
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En el Apéndice II la tabla de distribución de X proporciona loa valores críticos 
de X^ que X excede con una probabilidad dada: 

P(X^^Xa)- a 

Los respectivos valores de x^ corresponden en a : 0,01 0,02 0,05 0,10 0,90 
0,95 0,99 (véase también Figura 9.1.2). 




val or de X 



Figura 9.1.2 

Propiedad aditiva: Se ha demostrado que si u^ y u^ » variables aleatorias 
independientes, están distribuidas como X^» con Vj y v^ grados de libertad, 
respectivamente, u ■ u ♦u estara distribuida como X^ con V-V^+v^ grados 
de 1 iber tad . 

9 . 2 El estimador de la variancia a^ 

Si "x es la media muestral de la variante X, la función: 

i{(xi-i)»+(x2-;)»* ... ♦(x„-5)M 

resulta ser una función de los valores muéstrales y se toma como estimador de la 
variancia poblacional a^ . Concretamente: 

" -^i«l 

Las variancias de muestras aleatorias procedentes de una distribución normal, 

no están distribuidas normalmente ni simétricamente. Su distribución obedece a una 

curva asimétrica (torcida hacia la derecha) cuya forma exacta depende de 0^ y n. 
No obstante, se ha demostrado que la función: 



iBzn^ ;. I {xi.;)Va* . I ( 



Xi-X, 



i»l 



i-X 



sigue la distribución de X con v»n-l grados de libertad. 
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9.3 Significación de la diferencia entre 8^ y o^ 

En la zona litoral de un lago» la variancia de la variante de longitud de la 
especie A es a^ «■ 46 cm^ . De la zona lacustre del lago se tomo una muestra aleatoria 
de n ■ 20 peces (especie A). La variancia muestral calculada de la variante de la 
encuesta fue s^ « 54 cm^ . Contrastar la hipótesis de que s^ ■ 54 cm^es la variancia 
de la muestra aleatoria extraida de una población que tenga a^ « 46 cm^ • 

Solución ; 

Calculando X^, se obtiene: 

X^ . {Mznil . 22.3043 

En la tabla de distribución de X^ puede verse que si o^ ■ 46 cm^ la probabilidad 
de obtener s^ igual o mayor que 54 cm^ , para muestras de tamaño n«20, es casi exac- 
tamente 30 por ciento (una prueba de cola). La hipótesis no resulta afectada 

9.4 Limites de confianza para ^ 

También se puede emplear X^ para obtener los limites de confianza de a^ . 
Valiéndose del muestreo de cubierta (n * 20) , se estimo la variancia, s^ ■ 75 cm^ , 
de la variante de longitud de los peces de una especie dada. Determinar los limites 
de confianza del 90 por ciento de a^ . 

Soluci6n : 

Para estimar los limites de confianza relativos a a^ » nos servimos de dos 
valores de X^ tomados de la tabla de distribución de X^ para v«20-l«19 grados de 
libertad. Uno en el punto de 0,05 superior y otro en el punto inferior de 0,05 
(el de 0,95 en la tabla). Estos valores de X^ son, respectivamente: 



X' - 30,144 x! - 10,117 



1 



'2 



Y resolviendo: 



2 . (n-l|B" ^^^ ^2 



X' • ^--í^ for o 

02 



Los limites de confianza del 90 por ciento referentes a a^ son 47,2731 y 140,8520 
(los limites correspondientes de la desviación típica poblacional (o ■ '^/o^j son 
6,8755 y 11»8681). Los límites de confianza estimados para a^ indican que si se 
calculan muchos de tales límites del 90 por ciento de muestras aleatorias tomadas de 
una población normal, nuestros resultados incluirán el valor de la población el 90 
por ciento del tiempo, y dejaran de incluirlo el 10 por ciento del tiempo. 
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9,5 Prueba de que una adaptación eg correcta 

Un problema que se presenta con frecuencia en el trabajo estadístico es el de 
cerciorarse de la compatibilidad entre una serie de frecuencias teóricas y las 
frecuencias observadas. En este caso» la hipótesis que hay que contrastar puede 
explicarse en términos corrientes como sigue. Supóngase que se ha seleccionado 
una muestra aleatoria de tamaño n, y que la distribución de frecuencias de los 
datos muéstrales es: 



X, "X^ f ^ 

12 2 

2 3 3 



X, -X, f, 

k- 1 k k 



¡h 



Sirviéndose de la distribución de frecuencias muéstrales» pruébese la hipótesis 
de que la muestra ha sido tomada de una población cuya función de frecuencias f(x) 
se describe por el modelo matemático f|^(x). 

En la prueba o contraste de la hipótesis se sigue el procedimiento que a 
continuación se detalla: 

1 . Valiéndose de las observaciones muéstrales se calculan estimaciones 
para los parámetros de f (x) 

2. Utilizando el f.(x) estimado se calculan las probabilidades de los 
intervalos de ciase establecidos» de la variante (p¿) y las 
frecuencias teóricas 6. • np. 



3. Se calcula el valor de: 



x' 






4. Se compara el valor de X^ estimadol./ con el X^^^^ tabulado. 
La hipótesis es valida si: 

x^<y^ 

Si X^>X^ Q,» 1* hipótesis se desecha. 

Ejemplo 

La tabla que sigue da la distribución empírica de frecuencias de longitudes de 
n » 500 peces y las correspondientes frecuencias teóricas 6{ (variante normal).^ 
Probar la hipótesis de que la muestra era aleatoria proveniente de una población 
normal. 



U Obsérvese que» como la curva de X^ «s una aproximación a la función de 
frecuencias de X^ discreta, deberá cuidarse de que la prueba de X* se 
emplee únicamente cuando' la aproximación sea buena. La investigación 
teórica y la experiencia indican que la aproximación suele ser satisfac- 
toria» con tal que las frecuencias de los intervalos de clase sean >5 
y que el numero de clases en la distribución de frecuencias sea ^5 
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Tabla 9.3. 1 



Prueba X^ de adecuación de ajuste para curva normal, 
a la distribución de longitudes de peces 



Longitud 

X (Clíl) 


^i 


h 


'i-»l 


(Vi'- 


Observaciones 


>i 


-5 
5-10 
10-15 
15-20 
20-25 
25-30 


150 

200 

85 

21 


U?)53 

11.8 
186 

93 

20 


-9 

2 
ll. 
-8 

1 


1,528 

0,027 
l,05»t 
0,668 
0,050 


) Combinada 




500 


500 




X'-3,3Í»7 





En la Tabla 9.5,1 el numero de clases de la distribución es k«5. Los grados 
de libertad de los valores tabulados de "Chi al cuadrado'* son v« 5-1-2. El valor 
tabulado de "Chi al cuadrado" es: 



C2; 0-0. 05 - 5.991 



Como X^<X^ f 3,347<5,991 la hipótesis es valida. 

Conviene observar que en el ejemplo anterior los parámetros m, o^ se estimaron 
mediante las observaciones muéstrales. En tal caso^x calculada se distribuye con 
V ■ k-I-§ grados de libertad, donde §«2 expresa el numero de parámetros estimados. 

La misma técnica se emplea cuando se contrasta la hipótesis de que la muestra 
se ha extraído de una población que sigue la distribución de Poisson (§ « 1), o la 
distribución binomia (§*2). 

10. DESCRIPCIÓN DE UNA DISTRIBUCIÓN DE FRECUENCIAS MEDIANTE UN MODELO 
MATEMÁTICO ADAPTADO 

Un problema que se presenta con frecuencia en los trabajos estadísticos es la 
adaptación o ajuste de una curva a una distribución de frecuencias. La finalidad 
de la adaptación de una curva a una distribución de frecuencias puede ser o bien 
cerciorarse de que una curva dada describe la forma general de una distribución, 
o bien adaptar una curva a valores obtenidos de muestras repetidas tomadas de la 
misma población. 



10.1 Adaptación de una curva normal 

Si se tienen motivos para creer que un conjunto d 
aleatoria proveniente de cierta población normal, la c 
como una aproximación a la curva poblacional. Por ej 
distribución de longitudes de truchas del mismo ano (q 
la distribución normal. En este caso una muestra amp 
que se investiga, revelarla la forma de la distribucio 
una distribución normal queda completamente determinad 
su desviación típica, y teniendo en cuenta que estas c 
los datos muéstrales, se tiende a poner mas confianza 
como representativa de la distribución poblacional que 
distribución empírica de frecuencias. 



e datos representa una muestra 
urva normal adaptada serviría 
emplo, se ha observado que la 
ue constituye la clase) sigue 
lia de peces de la población 
n. Teniendo en cuenta que 
a si se conocen su media y 
antidades pueden estimarse de 
en la curva normal adaptada, 
en el histograma de la 
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En la tabla que sigue (Tabla 10. Kl) se ilustra la técnica de adaptar una curva 
normal (áreas) a una distribución empírica de frecuencias* Los datos empíricos 
representan la distribución de longitudes de una muestra de 520 truchas de una 
clase anual dada. 



Tabla 10.1 .1 



Distribución de longitudes de truchas 
de una clase anual dada 



Longitud 


Num.de 


x^-x 










(x) 


peces 
(Datos 


^ . ^ 


P(t<t^) 


F.-nx(4) 


^-^-í^-l> 


8i*Frecuencias 
teóricas 


^i S 


(cm) 


muéstrales) 










ajustadas 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


22-23 


5 


-2,32 


0,01017 


5,2884 


5,2884 


5 


23-24 


7 


-1.96 


0,02500 


13,0000 


7,7116 


8 


24-25 


18 


-1 ,60 


0,05480 


28,4960 


15,4960 


16 


25-26 


30 


-1,24 


0,10749 


55,8948 


27,3988 


27 


26-27 


45 


-0,87 


0,19215 


99,9180 


44,0232 


44 


27-28 


55 


-0,52 


0,30153 


156,7956 


56,8776 


57 


28-29 


70 


-0,16 


0,43644 


226,9488 


70,1532 


70 


29-30 


75 


0,20 


0,57926 


301,2152 


74,2637 


74 


30-31 


65 


0,56 


0,71226 


370,3752 


69,1627 


69 


31-32 


55 


0,92 


0,82121 


427,0292 


56,6540 


57 


32-33 


40 


1 ,28 


0,89973 


467,8596 


40,8304 


41 


33-34 


25 


1,64 


0,94950 


493,7400 


25,8804 


26 


34-35 


12 


2,00 


0,97725 


508,1700 


14,4300 


15 


35-36 


10 


2,36 


0,99086 


515,2472 


7,0772 


7 


36-37 


8 


2,72 


0,99674 


519,3048 


4,0576 


4 




n-520 










n-520 



En la tabla que precede (Tabla 10.1.1) los valores de x y s se calcularon a base 
de los datos muéstrales: 

(í^iXi}" 

^ " nl^iH ■ 29,l*l*cm,. •* - ¿f í^i^i"""H; * 7.71cm 

y por tanto, s « ♦/ÍT^ » 2,78cm. 



Las columnas de la tabla expresan: 

(3) Los valores de la variante típica normal (x. ■ x ) 

í ma X . 

(4) La proporción de peces de longitud inferior a t. 
(área acumulativa) 

(5) Sinnúmero teórico de peces de longitud inferior a t^ 
(numero acumulativo) 

(6) El numero teórico de peces por intervalo de clase de 
longitud (desajustado) 

(7) El numero teórico de peces por intervalo de clase de 
longitud (ajustado) 
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10.2 Adaptación de un modelo binomíal 

Se ha demostrado que existen ciertos criterios que pueden emplearse para 
determinar el modelo matemático que describa una distribución empírica de frecuencias 
(variables discretas). Concretamente^ si m y a^ son la media y la variancia de la 
variable aleatoria de la encuesta: 



1 . 



2. 



Si a^<m a la distribución empírica de frecuencias puede adaptarse 
un modelo binomial (positivo) 

Si o^^m, a la distribución empírica de frecuencias puede adaptarse 
un modelo de Poisson 

3. Si o^>m^ a la distribución empírica de frecuencias puede adaptarse 
un modelo binomial negativo 

La tabla que sigue (Tabla 10.2.1) da el área de distribución de la especie A en 
un lago dado (datos hipotéticos) y e ilustra la técnica de adaptar un modelo binomial 
a la distribución empírica de frecuencias. 

Tabla 10.2.1 Distribución por áreas de la especie A 
en un lago dado 



Nüm. de 
peces/unidad 
de área, x 

(1) 



Ndm. de 
unidades de 
área, f 

(2) 



3-1x2 



(3) 



(U) 
0,11765 
0,30253 
0,32Ull* 
0,l852U 
0,059^1 
0,01207 
0,00086 



Frecuencias 
teóricas des- 
ajustadas 

nPx 

1¿L 



58,825 

151,265 

162, OTO 

92,620 

29,705 

6,035 



Frecuencias 

teóricas 

ajustadas 



lil 



o 

1 

2 
3 
k 

5 
6 



100 

200 

80 

20 

10 



n«500 



O 

100 

UOO 

21*0 

80 

50 

JO. 



59 

151 

162 

92 

30 

6 

O 



900 



500 



* Véase Capítulo 7 

La variancia y la media estimadas de la distribución empírica son "x * 1,8 peceí 
y s^ • 1,5 peces^, respectivamente (s^<x o bien 1,5<1,8), 

Las columnas de la Tabla 10.2.1 expresan: 

(4) Las probabilidades estimadas del modelo binomial (P^) 

(3) Frecuencias teóricas estimadas desajustadas 

(6) Frecuencias teóricas estimadas, ajustadas 



^0,3 AdaptaciSn de un modelo Poisson 

La tabla que sigue (Tabla 10.3.1) muestra la distribución por áreas de peces 
largos en un cierto lago (datos hipotéticos) e ilustra la técnica de adaptación de 
un modelo Poisson a la distribución empírica de frecuencias. 
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Tabla 10.3.1 Distribución por áreas de peces grandes en un lago 



Nfim, de peces/ 
unidad de área 


Ndm, de 
unidades 


(3)«lx2 


• 


Frecuencias 
teóricas des- 


Frecuencias 
teóricas 


- X - 


de área, f^ 




X 


ajustadas 
nP« 


ajustadas 


(1) 


(2) 


(3) 


(U) 


^f' 


(6) 





^3 





0.07U271* 


U,56 


k5 


1 


110 


110 


0,193112 


115,87 


116 


2 


200 


1<00 


0,2510l#6 


150,83 


151 


3 


100 


300 


0,217573 


130, 5U 


130 


U 


70 


280 


0,ll»ll*22 


81», 85 


85 


5 


3U 


170 


0,0735^0 


UU,10 


UU 


6 


19 


llU 


0,031867 


19^08 


19 


7 


12 


8U 


0,011813 


7,08 


7 


8 


7 


56 


0,00U138 


2.U6 


2 


9 


k 


36 


0,001195 


0,72 


1 


10 


1 


10 


0.000311 


0.18 







n«600 


1560 






600 



* Véase Capítulo 7 

Las columnas de la tabla expresan: 

(4) Las probabilidades estimadas del modelo de Poisson 

(5) Frecuencias teóricas estimadas desajustadas 

(6) Frecuencias teóricas estimadas ajustadas 

11. ANÁLISIS DE LA VARIANCIAl/ 

Al planear un experimento, de lo que generalmente se trata es de contrastar o 
probar una hipótesis o de la estimación de algunos parámetros. El análisis de la 
variancia permite al experimentador idear experimentos precisos referentes a 
cualquiera de tales problemas básicos. No obstante, en nuestro caso la explicación 
de la técnica se hace desde el punto de vista de la contrastacion de hipótesis. 

11.1 Criterio de clasificación 

Exposición del problema: Un estadístico dedicado a pesquerías desea saber si 
la capturabilidad media de las redes de enmalle de fondo, colocadas a tres pro- 
fundidades diferentes, W^ , W , W^, difiere significativamente entre redes. Para 
ello, se colocaron quince unidades de redes de enmalle similares. Concretamente, 
se eligieron al asar cinco puntos dentro de cada área W¿ (i • 1, 2, 3) y las res- 
pectivas unidades de redes de enmalle se montaron en condiciones experimentales 
idénticas. A continuación se indica (x: libras/día) la captura de pescado conseguidí 
por cada unidad de red de enmalle. 



- 


captura 


i de peces/unidad de r 


ed de enmalle en libras por día 


- 


Área - Wi 


Área - Vp 
(i«2) 


Área - W3 
(i.3) 










(i-lt 


Total 


Observaciones 




J«l 


15 


16 


13 








J*2 


lU 


Ik 


12 








J«3 


12 


13 


11 








J-U 


13 


15 ' 


12 








J-5 


13 


lU 


10 




(totales muéstrales) 




Ti 


67 


72 


58 


T:197 


f ir , 


13, U 


1U,U 


11,6 


x:13,13 


(medias muéstrales) 





1/ 



Componentes de modelo de variancia 
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Simboloi ; 

Sufijo i : Se refiere a ¡reas (columnas) (i ■ 1 , 2, . .. h)»(h • 3) 

Sufijo j : Se refiere a loa valores de la variante dentro de 

las columnas (j"l»2, ... n.) 

T. 

Ir !• wj'j^ .,• 6 sima , 

^" - Media dentro de la i columna 



Ir 1 • 

1 n. ¿ ij n^ 



(T.^» total de columna, n. » 5) 



1 T 

X «• - Hx.. - • : Media global (T « total global, 

^J n - Tn. • 15) 

t 1 



n 



Supuestos de que se parte en el análisis de la variancia: 

1 . Las muestras son aleatorias 

2. Las muestras son independientes 

3. Las poblaciones son normales 

4* Todas las poblaciones tienen la misma variancia 
(se suele llamar hipótesis de homoscedasticidad) 

Variación total " variación entre columnas -f variación dentro de las columnas. 

Suponiendo que el factor clasificador (W) no influya en los valores de la 
variante, cada columna en que esta dividida la muestra por este factor sera una 
muestra aleatoria proveniente de la población original. Si o^ es la variancia 
de la población original, dos estimaciones insesgadas de 0^ vienen dadas por: 



Y, por tanto. 



-4 -¿hní''ir^i-^' 



Concretamente, 



n(x.,-x)» - iiu --X yx yx)' 



lUx y )uiia .-x)'*i 



y. por tanto, 

(n-l)8* - (n-h)8*+(h-l)«* 

W D 

grados de libertad, 

n-1 « (n-h)^(h-l) 
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Ahora bien, imponemos la restricción de que la población investigada sea normal. 
Con esta restricción, las dos estimaciones insesgadas son asimismo independientes, y 
se cumplen todas las condiciones para que sea aplicable la prueba F i/ . 



Transformaciones algebraicas 
(a) 



(Ei:x..)2 
IIíx.-x)^ - IU\, ' ^J .si T - ^x.. 



Luego, 



(b) 



i i 

• Tn.x? '•'nx^-2xyn. X. 

J 1 !• J 1 1 • 

T. ^ 

Si, T.^ • Ix.. entonces x.^ « — ^ 

1 ^ ij 1- n. 

T 

También, x . -. y ín.x. 

n -" j 1 1 • 



T 



í 1 1- i ^ "i « 



T ^ 

n 



*■ 1 !• t n. n 
i i 1 



IJ IJ 1 1 J ^■' ^i 

ij ^j ^ i^j ^j i "i 



J^/ Cuando Sj y s^ son estimaciones independientes de a^ , provenientes de la misma 
poblaciSn normal, basadas en muestras nj y n^ respectivamente, su relación sj/ 
se distribuye de acuerdo con la distribución de F, con Vj-nj-1 y v^ • n^-l 



grados de libertad. 

• 

Si sj • 82 el valor de F«l,0. Los valores de F varían desde O hasta 0,999 
cuando 8j<S2, y desde- 1,,000 ... I hasta infinito cuando sJ>S2. En el 
Appéndice II se dan valores de F para valores seleccionados de Vj Y ^2* 
y para probabilidades de 0,03 y 0,01 en la cola de la derecha de la 
distribución. 
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Tabla de análisis de la variancia para un criterio de clasificación 



Origen de 
variación 


Grados de 
libertad 


Suma de cuadrados 


Estimación de 
la variancia 


1 . Entre 
columnas 


h-l 


í«i«i.-«' 


T 2 

I "i " 


*b h-l4 n. n ^ 
^ 1 


2. Dentro de 
columnas 


n-h 


n<»ij-»i-'' 


tí ^J t^i 


■t-«'>,'¡5'u-í.V' 


3. TOTAL 


n-1 


B<''ii-^>' 


° mr'-^ 







En nuestro ejemplo, la tabla de análisis de la variancia es: 



Tabla de análisis de la variancia para un criterio de clasificación 



Origen de 
variación 


Grados de 
libertad 


Suma de cuadrados 


Estimación de 
la variancia 


1 . Entre 
columnas 


h-1 - 2 


54 1 • n 

I 


20,13-2607,40 
-2587,27 


s^ - 10,06 libras^ 


2. Dentro de 
columnas 


n-h « 12 


¡i'U-m- 


15,60-2623 

-2607,40 


s^ - 1 ,30 libras^ 


3. TOTAL 


n-1 - U 




35,73-2623 

-2587,27 







La prueba F es la relación: 



F - -^ - '0»0^ l!t,ras^ 
sf 1 ,30 libras^ 

W 



7,733 
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La F tabulada en cuanto a significación (v^ «2 y Vj " 12) al nivel del 5 por 
ciento es 3,88 y para el 1 por ciento es 6»93. Como el valor calculado de F 
excede de 6,93 se llega a la conclusión de que existe una diferencia altamente 
significativa en el grado de capturabilidad de las unidades de redes de enmalle 
entre fondos de pesca (caladeros) de diferentes profundidades (serla mas preciso 
decir que rechazamos la hipótesis de que no hay diferencia en el grado de captura- 
bilidad de las unidades de redes de enmalle entre fondos de pesca de diferentes 
profundidades)!/ . 

¿Donde esta, pues, la diferencia? Tras haber demostrado que existe una gran 
diferencia en el grado de capturabilidad de las unidades de redes de enmalle entre 
bancos de pesca de diferentes profundidades, es lógico preguntarse si ello se debe 
enteramente a las capturas relativamente bajas en W^, o son también diferentes las 
capturas en W^ y W^ . Los promedios x^^, x^^, x^^, pueden compararse mediante una 
prueba t. 

Para realisar la prueba t, hemos de estimar el error típico de la media y para 
ello necesitamos una estimación de s^. Esta ya la tenemos, es s^. 

(1) Contrastando x j ^ con x^ . 



t « 



' 1 • 2 < 



8— — 

X. -X, 



1 • 2 



Donde , 



*x -x 

*1 • *2 



B /ITX . /HTO /I . 0,72 
w / n, n, • / 5 



Sustituyendo se tiene: 

^ ^ I 13y40-lAy40 | ^ 1^389 no es significativo 



(2) Contrastando Xj ^ con x^. 



t - I '^^^Q^'^^y ^^^1 - 2,5 significativo al nivel del 5Z 

(3) Contrastando x con x 

t . I ^^^^q'j2 '^^ ^ " ^'^^^ significativo al nivel del \X 

Nota: Los valores tabulados de t para v-12 grados de libertad son, al 1 por 
ciento 3,055; al 5 por ciento 2,179. 



1/ 



Si F hubiera sido menor ;que 6,93 pero mayor que 3,88 se habría ^icho Q" !• 
diferencia era significativa (en vez de "altamente significativa ). Sí F 
hubiera sido menor que 3,88 se habría dicho que la diferencia en el grado 
de capturabilidad de las unidades de redes de enmalle, entre caladeros, 
no es significativa. 
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11.2 Dos criterios de claBÍf icaciSn (un individuo en cada subclase ) 

Consideremos ahora el caso de que haya dos criterios de clasificación. 
Supongamos un lago que haya sido dividido en tres "¡reas de pesca" y que en el 
pesquen cuatro tribus» A^B^C^D. Para averiguar si la captura varía de modo 
significativo según sean el área y la tribu» se deberá analizar la variación 
^ue experimenta la captura considerando tres componentes» a saber» la debida al 
área de pesca» la debida a la variedad de tribus y» finalmente» la que procede 
de las variaciones residuales (errores)» provenientes de causas no especificadas 
o desconocidas» que se supone son normales. 

k : numero de filas ( j • 1 , 2 , . . . » k) 
Tj : total muestral de una fila dada 



media de fila (nj 



numero de observaciones 



muéstrales en la fila de orden j) 



Tabla de análisis de la variancia para dos criterios de clasificación 



Origen de 
variación 



1. Entrtf 
columnas 



2. Entre 
filas 



3. Error 



4. Total 



.de lib. 



h-1 



k-1 



(h-l)(k.l) 



n-l 



Suma de cuadrados 



A=kl{5i.-x)' 



J ^ 






:^^ 



D-n(x. -5) 
ij '^ 









1/ 



iJ '^ " 



Estimación de 
la variancia 



_T.^ m2 



2. 1 ít-ílH) 



i-rfT'I=^í^' 



"í" (h-iHx-i)f^'^iJ 



y lYU ■ ru^irh.-^-^ 






o bien, 



[id* - D-(A*B) 
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En la tabla qua sigua sa indican los datos dal axparimanto descrito mas arriba. 

i 

- kg/ÜEP/dla 



Tribu» 


Áreas de pesca 


^.J 


Si 


^'3 


1 


(i-i) 


II 
(i-2) 


III 
(i-3) 


Observaciones 


J-1 A 

J-2 B 
í-3 C 
J-í» D 


20 
22 
23 
28 


2i> 
27 
29 
35 


30 

37 
U5 


7J» 

83 

89 

108 


1825,33 
2296,33 
26U0,33 
3888,00 


2»«,67 
27,67 
29,67 
36,00 


IIx» .11018 

i- ■ 10UJt3 
n 


^i.' 


93 


115 


1U6 


(T;35í») 


1061»9,99 




«i' 


2162,23 


3306,25 


5329 


10797,50 






5i.: 


23,25 


28,75 


36,50 







Sustituyendo los valoras calculados en la tabla de análisis de la variancia 
para dos criterios de clasificación» se tiene: 



Origen de 
variación 


*' lib 


Suma de cuadrados 


Estimación de la 
variancia 


1, Entre 
columnas 


2 


35k,50 » 
10797./ 50.10l»k3 


,;. llitxio.1^^^25 


2. Entre 
filas 


3 


206^99 ■ 
106k9^99-10Uli3 


.a.206^g8,99 


3. Error 


6 


13,51 • 
575-(35k/50*206^99) 


,J- i¿^Si.2j25 


4. Total 


11 


575 - 
110l8.10Ul*3 







Valores de F estimados: 
1 • Entra columnas: F, 



T7#- ''-'" 



CQ QQ 

2. Entre filas: F^^ - ^ VS " ^^' 
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Valores de F tabulados (5 por ciento, 1 por ciento); 

1. ^2.6 " 5»^^3; 10,925; (Fj>F^^g) 

2. Fj^^ - 4.757; 9.779; (^¿""^Z.^^ 

Conclusiones ; 

1 . La diferencia en capturas de pescado (kg/UEP/día) es altamente 
significativa entre las áreas de pesca 

2. La diferencia en capturas de pescado es altamente significativa 
entre las tribus 

¿En que estriba la diferencia? Tras haber demostrado que hay diferencias 
altamente significativas, en cuanto a capturas, entre áreas de pesca así como entre 
tribus, es lógico tratar de contrastar la significación entre las medias estimadas. 

1. Al contrastar la significación de la media entre columnas, 
la prueba t es: 

|x. -x» I 

X * - X I 

X • 1 • 



Donde , 



^i--^i* ' /^i ^i ' '' 



- /2725 /0V5 - 1.50x0,7071 - 1,0607 

En nuestro ejemplo, el valor de t estimado para las medias del primer par de 
columnas (columnas 1 y 2) es: 

^ . |23. 25-28,751 . . ,^ 
^ • ^ 'l , 060/ ^ • ^'^^ 

Los valores tabulados de t (5 por ciento, 1 por ciento) para 6 grados de 
libertad son: 

te n nc- 2,A47 t^ n ni - ^'^^^ 

6,0,05 6,0.01 

Dado que. 

t>t y t>t altamente significativa, etc. 

6.0.05 6.0.01 

2. Al contrastar la significación de las medias entre filas, la 
prueba t es: 

|x.,-ir*.| 

t m W ■ I J . 

J J 
Donde, 



'"•j-^i ■'-■-) -1 



1 ,50 X 0,8165 - I ,22 
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El valor estimado de t para las medias del primer par de filas (filas 1, 2) es: 

1,22 ^f^^ 

El valor de t estimado es mayor que t^ _ ._ pero menor que t_ n «i " 
significativo. etc. ^' °»°^ ^» ^*^^ 

11.3 Tres criterios de clasificación (un individuo en cada subclase ) 

Supongamos que tenemos n valores muéstrales de una variante normal dada» 
clasificados según tres criterios A^B^C en a grupos (¿ ■ 1, 2, •••» a); b filas 
(j«l,2,...,b); ye columnas (i - li2, •,., c). Es decir, n*abc. $ea ^i\i 
el valor de la variante en el grupo í^^^^^^ ^^ 1^ jSsima f^^ y en la i^sima J 
columna. 

Notación : 

Xp^^ : Media en el j^^^^™° grupo 



X 



Aj 



esima ^.^ , ^ , , .esimo 



: Media en la j fila dentro del i grupo 



x. . . Media en la i columna dentro del i grupo 

Je» 1 o r 

X : Media global, etc. 

Se puede demostrar, mediante una directa ampliación del método anteriormente 
expuesto para casos mas simples, que, en la hipótesis de que haya homogeneidad y 
normalidad, la suma total de los cuadrados puede ser dividida en siete componentes 
(7 - 2*-l). 

Ejemplo ; 

Es practica corriente en las actividades de elaboración del pescado, evaluar 
la calidad de los productos elaborados mediante ensayos de olor. La tabla que sigue 
indica los datos muéstrales referentes a tres criterios de clasificación, a saber: 

El factor A corresponde a tres especies elaboradas, a saber. 
Lates, Labeo, Hidrocion (¿ • 1,2,3; a ■ 3) . 

El factor B corresponde a los tiempos de salazón, a saber, 
tj^, tj^, tj (j - 1.2,3; b • 3). 

El factor C corresponde a la prueba de olor 
(i - 1,2 9; c - 9). 

Los valores de la variante x indican las puntuaciones dadas a la calidad del 
pescado elaborado (máxima puntuación, 60). 



FIPS/T135 



83 



Valores muéstrales para tres criterios de clasificación 



Especies 
(A) 


Tiempo de 
8alaz6n 

(B) 


Ensayo de olor (C) 


Totales" 
T 


Observaciones 


i- 1 


2 3 J* 5 


6 


7 


6 


9 


Lates 
(W) 


J-1 t 
J-2 t¿ 
J-3 t^ 


15 
17 
16 


15 27 30 2U 

16 19 21» 56 

17 20 26 56 


21 

J*l 
l>6 


20 
25 
26 


30 
20 
19 


51 
50 
1*0 


2l»3 
268 
268 




Totalg Tj^j^ 


l»8 


itS 66 80 1I46 


108 


73 


69 


lU 


"•779 




Labeo 
(t-2) 


J-1 t 
J-2 t^ 
J-3 t^ 


19 
15 
21 


23 18 19 20 
2k 29 35 19 
2k 1»7 28 21 


30 
26 
35 


21» 
20 
21 


17 
15 
20 


26 
l»3 
21» 


196 
226 
2l(l 




Total. T^i. 


55 


71 9'» 82 60 


91 


65 


52 


93 


65? 




Hidroci6n 
()l-3) ' 


J-1 t 
J-2 t^ 
J-3 ti 


25 
29 
33 


32 ll» 78 32 
55 15 52 25 
71 3»» 50 1»0 


19 
22 

31 


20 
2Í. 
37 


11 
1». 


21 
25 
19 


252 

261 
356 




Total, T ., 


87 


158 63 180 97 


72 


81 


66 


65 


T » 




Totales de columnas 
T.-i 


190 


277 223 3>*2 303 


271 


219 


187 


299 


2311- 


♦(Total general 


Totales de 
filas 

'-y 


J-1 
J-2 
J-3 


: 2l»3*196*252 
: 268+226+261 
: 268+2UI+356 








- 


691 
755 
865 


2311 



En la pagina 84 puede verse la tabla referente al análisis de la variancia para 
tres criterios de clasificación. 



Significad 
entre los facto 
un ejemplo muy 
Es bien sabido 
dos plantas, A 
se mantiene inv 
asegurarse que 
dos veces mejor 
se emplea ferti 
mucho mejor que 
en presencia de 
cierta forma de 



o de la i 

res A,B,C 

simple, p 

que la fe 

y B. Si 

ariable c 

no hay in 

que B cu 

lissante, 

B cuando 

algún ot 

interacc 



nteraccion: En 
Veamos el si 
ara lo cual nos 
rtilizacion afee 

la planta A es 
ualquiera que se 
teraccion entre 
ando no hay fert 
evidentemente el 

se emplea ciert 
ro tratamiento f 
ion. 



la tabla siguiente se habla de interacciones 
gnificado de tal termino. Nos serviremos de 
trasladaremos a otra actividad, la agricultura, 
ta a la calidad de las plantas. Consideremos 
dos veces mejor que la B, y si esta relación 
a el tratamiento fertilizante empleado, puede 
los dos tipos de tratamiento. Pero si A es 
ilizante, y B resulta ser mejor que A cuando 

tratamiento interfiere. Asimismo, si A es 
o tratamiento, pero solamente un poco mejor 
ertilizante, ello significaría que hay 



En nuestro ejemplo intervienen mis de dos factores, tenemos interacción si el 
factor A produce un cierto efecto cuando otro factor, B, esta presente y un efecto 
distinto cuando se halla ausente el factor B; asi pues, A y B se influyen mutuamente, 
hay interacción. 



8A 
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/^ 






















a» 














*-s. 








cd 














«• 








a 








•^ 1 


«^ 1 


M tí 


o» 
















6-t|fl 


HlC 


Hl 


+ 








«« 








1 

«4 


1 


1 

m 


lA 

O* 








M 








O* 


or« 


O* 


•f 








T3 ^ 








i 


1 




^ 








08 « 
1^ 








»« 


M 


M 


o» 








T3 0) 








Cf 


O* 


o« 


•f 








« « 












1 


<i» 








3 6 
O 


M 


M 


•• 1 


• • 


•H «H 


•H 


•H 


o« 








6h a 


EH d 


HlC 


•n *-a 


•O -O 


• 


• 


+ 








•H 

s 






j 


<MO( 0< 


r«i* • 


MO« 


o< 


IM 








• • 


• • 


•H 


•H 


H tí 


H tí 


t4 


tí 


o* 


«^ 1 






• • 


•n *^ 


• 


• 


H 


rH 


fH 


♦ 


&4|tí 






t4mi •i 


M • * 


94» 


• 


PU^II 


UU-^II 


UU^ II 


#4 


1 






EH a ' 


H c 


En 


tí 


•rj 


•H 


•H 


o* 


•O 






fH 


r^ 


•H 


fH 


H 


»H 




•H 






«U-^ N 


^U^ll 


OU-%1 II 


«U-^ II 


Pl^H 


«C^ll 


1 


CM*Í 






•» 


•O 


•H 


tt} 


«O 


•) 


Qt 


K 




(3 


u 


H 


II 


II 


II 


U 


II 


N 


C-^*H 




\o 


H 


•« 


M 


M 


* 


lA 


<• 


»». 


t-J-r» 




•H 


*•* 


zf 


a* 


O» 


Kf 


o< 


O* 


o» 


C^n3«( 




(0 
















..-N^ 






u 
















rH 






•H 
















1 






U^ 
















a 






•H 


«8 














i^.^ 






(0 


1-4 








^"^ 


*-%. 


«»-*• 


<»-<k 






« 


0> 








iH 


H 


H 


H 








U 








P 


O 


1 
C0 


1 






0) 

•O 


O ü 








rf^-* 


i^xih 


.^-^ 


«ONk 






•H C 

o es 


1 


1 


1 


fH 
1 


1 


H 

1 
O 


rH 
10 


1 




Q 


•H OS 


tf 


,£3 


U 


s»* 


«M^ 


-L_l' 


v.^ 






•r4 


** > 


•^ 


•^ 


"^ 


"^ 


^v. 


"^ 


^>* 








fñ 


•i^ 


«M 


«n 


« 


Irt 


«» 


í* 






w 


er 


& 


o« 


O* 


o« 


cr» 


o* 






4J 




II 


11 


II 


II 


II 


II 


II 






•f«( 




M »<• 


W M 


<M «n 


M «> 


(^ M 


w «» 


M 1^ 






Wl 




0) 


(0 


to 


(0 


m 


m 


(0 






O 
















„.-^ 






(0 


, 














H 






0) 


jO 














1 






V4 


•H 








'•"^ 


«*"• 


^-s 


ü 






4J 


'^ 








H 
1 


H 
1 


.H 








CQ 


0) 

■o 


«*** 


'— «^ 


>— s 


P 


O 


« 


rH 


«— > 




u 


r-l 


rH 


fH 


*— ' 


*--' 


o...' 


1 


fH 




fQ 


U) 


1 


1 


1 


.»-~. 


.^■^ 


»--^ 


tO 


1 







« 


,o 


O 


H 


H 


fH 


'»-*' 


tí 






•o 


*m,m^ 


««»< 


•^ij^^ 


1 


1 


1 


«»«^ 


^r- 




<e 


s 








tf 


P 


O 


rH 






•H 


o 








**-' 


%-..• 


*»-^ 


1 






o 
















0) 






c 
















*— ' 






cd 






















•H 










M 


M 






















<»-> 


















IX 


IK 










> 










■f 

• 


•H 


M 








«9 










••-í 


• 


^-«. 


.— ^ 






•H 










IK 


IK 


IK 








0) 


tf) 








1 


1 


•H 


+ 






-a 




■o 








■ 
• 


•o 


• 








(0 


2 








«( 


• 


IK 


••• 






•H 


T3 


M 


M 


M 


IK 


IK 


1 


* 






<0 


ctf 


**^ 


^-^ 


«>-^ 


1 


1 


• 


O* 






•H 


3 


IK 


IM 


IX 


• 


<rj 


• 


♦ 






t^ 


O 


1 


1 


1 


•^ 


•H 


«4 


m 


w 




\co 


T5 


• 


• 


•H 


oí 


• 


IK 


a* 


*>*«. 




c 


• 


*-9 


• 


IK 


IK 


1 


+ 


IK 




< 




o{ 


• 


• 


^.^^ 


*m^ 


•H 


M 


t 




s 


IK 


IK 


IX 


fH 


fH 


• 


O* 


■H 






e 


<iÉ-» 


v^ 




Pt-^ll 


Ot-sJM 


•t 


-f 


•^ 






^ 


fH 


r^ 


fH 


f^ 


♦H 


IK 




Oí 






lÚt^li 


^i^-j n 


Ot'^ 11 


rH 


H 




cr 


K 








o( 


•o 


•H 


flít-Oll 


rO(«^ II 


«^ 


«w 










O 


10 


P 


«4 


•O 


vu^ 


1 


^^•H 








;Q 


ü 


« 


U 


« 


«o 


Of 


l^^'O 








H 


11 


H 


II 


II 


N 


H 


U^itt 








^ 


M 


m 


^ 


M» 


<«) 


1^ 


H 








o« 


O» 


o« 


cf 


O» 


o< 


O» 


<y 








0) 




n 

C8 


















R 


(0 


S 


^ 


^ 


^ 










4}C 


3 


•H 


3 


•H 


•H 


•H 


#-« 








TJ^ 


b 


•r4 


»H 


O 


O 


O 


« 








•H 


bO ^ 


^, ^ 


^ 


a 


o 


o 


3 ^ 








C V 


< 


ffi 


o u 


fi i 


« ^ 


dt ^ 


TS O 


F*< 






SJ 


t - 


s - 


0) 


i; ^ 


S 5 


'H (fi 


4-» 






^ u 


4^ 


V 


»i< 


•♦J N-» 


4-» w 


4J w 


fl) ^ 









si 


& 


<s 


c 
..ÜL 


c 


c 


tí 


Oí 


H 
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E 
haya u 
(prueb 
averig 
de est 
result 
formar 
proced 
no obs 
signíf 
que in 
entre 
venir 



8 imposible 
na eatimaci 
a F) las es 
uar la vari 
as "interac 
an signific 
una estima 
iendo luego 
tante» si u 
icativaS) h 
teracciones 
los factore 
de un error 



demos 
on ind 
timaci 
ación 
ciones 
ativas 
cion c 

a con 
na o m 
ay mot 

signi 
s pert 

exper 



trar que ex 
ependiente 
ones de o^ 
debida a lo 
", al ser c 
y podemos e 
orregida de 
trastar las 
as de las e 
ivo para so 
ficativas n 
inentes ; 
imental) 



iste una i 
del error 
basadas en 
s factores 
ontrastada 
nglobar la 
a^» basad 
est imacio 
st imacione 
spechar qu 
o implican 
por ejempl 



nteraccion sign 
de la variancia 
los términos d 
individuales s 
s con la estima 
s correspondien 
a en mayor nume 
nes debidas a 1 
8 debidas a int 
e la hipótesis 

necesariamen 
o, una aparente 



ificativa a menos que 


Es preciso contrastar 


e "interacción" antes de 


eparadamente. Si ninguna 


cion residual de a^. 


tes sumas de cuadrados» 


ro de grados de libertad. 


os factores individuales; 


eracciones se ve que son 


de nulidad (recuérdese 


te, interacciones reales 


interacciSn puede pro* 



Cálculos: A fin de simplificar los cálculos referentes al análisis de las 
variancias, consideraremos primeramente los factores A y B. En segundo lugar nos 
ocuparemos de los factores A y C , y en tercer lugar de los factores B y C. 
Finalmente, completaremos la tabla del análisis de la variancia* 

(a) La tabla AxB (especie x tiempo de salazón) 



El 


specie 

/ A \ 


Tiempo de salazSn-B 


^.. 


V"/ 


J-1 


i-2 


J-3 


£-3 


Lates 
Labeo 
Hidrocion 


243 
196 
252 


266 
226 
261 


268 
2A1 
356 


779 
663 
869 




T.j. 


691 


755 


865 


2311 



De la tabla anterior se calculara la variancia de los factores individuales, 
A y B, y la interacción AxB. 

1 . Variancia de A: 



'1 " .íiÍTí^ ■ 'lT<"''*«3'.e6,M-í¿|ilií.) 

« |y«1801571-6593í*,83 « 790,20' 
sj • q^^/a-l « 790,2/2 » 395,10 



Variancia de B: 
2 



3 T? 



J-1*"J 



6593U.83} 



• fY''1795731-6593í»,83 - 573,73 
bJ - qg/b-l - 573,73/2 - 286,86 
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3. Interacción AxB: 

q. ■ y y ^ il * -q -q «í— 

■ {^(2»í3*+868*+ ... +356*)-(790, 2*573, 73+6593»», 83)}' 

■ ix608631-67298,76 ■ 326,91 

»; ■ qj,/(«-l)(b-l) • 326,91/í» - 81,73 

(b) TabU de AxC: 



] 


Especie 


Tiempo de salazdn (C) 


^l.. 


(A) 


i- 1 2 3 U 5 6 7 8 9 


4-2 
1-3 


Lates 
Labeo 
HidrociOn 


í»8 kñ 66 80 1»»6 108 73 69 1>»1 
55 71 9»» 82 60 91 65 52 93 
87 158 63 18b 97 72 8l 66 65 


779 
663 
869 


T... 


190 277 223 3l»2 303 271 219 187 299 


T-2311 



1 . Variancia de C: 



h ' X'^TT ' í|(l90»*277** ... +299»)-6593l.,83) 

• 1x617103-65931», 83 - 2632,17 
8*, - qj/e - 2632,17/8 - 329,02 



2. 



Interacción CxA: 

3 9 T 
. . V t "--í T 



{j(l»8*+l»8»* ... ♦65*) 



-(790^ 2*2632, 17+6593»», 83)} 
66o8,l»7 



1*225797-68657,20 



sj » qg/(a-l)(c-l) • 6608,1*7/16 - »»13,03 
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(c) Tabla de BxC: 



Tiempo de salazSn 
(B) 


Ensayo de olor (C) 


^•i- 


i - I 2 3 4 ¿ 6 7 ¿ 9 


i-I 
J-2 
i-3 


59 70 59 127 86 70 64 58 98 
61 95 63 n 1 100 89 69 49 1 18 
70 112 101 104 117 112 86 80 83 


691 
755 
865 



Interacción BxC 
3 9 T 

q. - I I 



n^-^2-<^3-ir- íi<^^'^^^'* 



. -í-SS^) 



j-1 i-1 -ji 

-(573,73 -»- 2632,17 + 65934,83)} 

- jx 210773 - 69140,73 « 1116,94 

qj/íb-lXc-l) - 1116,94/16 • 69,81 



Finalmente : 



Q - 5U(-Uj-^>' - L^H^^""^" ^'''* "• *19^)- 65934,83 



15306 



Y, por tanto, 

- 15306- (790,2-^573,73-^2632, 17-^326, 91 + 1 1 16,94-^6608,47) 

- 3257,58 

87 • qy/(a-l) (b-1) (c-1) - 15306/32 - 101,80 



Análisis de la variancia para tres criterios de clasificación 



Origen de 
variación 


Suma de 
cuadrados 


Grados 

de 

libertad 


Estimación de 
la variancia 


Valores - F 


Observaciones 


Esti- 
mados 


Tabú' 


Lados 


5% 


n 


Entre especies 
(A) 


q,- 790,20 


2 


sj-395,l0 


* 
3,89 


3,30 


5,43 


Significativo para 
nivel 5^ 


Entre tiempo 
de salaron (B) 


q^- 573,73 


2 


8^-286,86 


2,83 


3,30 


5,34 


No es 
significativo 


Entre Grupo 
de ensayo (C) 


q^«2632,l7 


8 


8^-329,02 


** 
3,26 


2,25 


3,12 


Significativo para 
niveles 5% y 1% 


Interacción 
(AxB) 


q - 326,91 


4 


sj- 81,73 


0,81 


2,67 


3,97 


No es 
significativo 


Interacción 
(BXC) 


q5-1116,94 


16 


8^- 69,81 


0,69 


1,97 


2,62 


No es 

significativo 


Interacción 
(CxA) 


q -6608,47 


16 


8^-413.03 


4,07 


1,97 


2,62 


Significativo para 
niveles 5% y IZ 


Residual 
(AxBxC) 


q^-3257,58 


32 


s^«l01,50 


- 


- 


- 




TOTAL: 


Q - 15306 


80 


- 


- 


- 


- 
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En la tabla anterior se han calculado los valores de F en las casillas respec- 
tivas a fin de contrastar la significación de las interacciones. Según se indica 
en la tabla, el factor individual B no es significativo. Como tampoco lo son las 
interacciones AxB y B^C, se pueden combinar las sumas de cuadrados correspondientes 
con la referente a residuales, a fin de obtener una estimación mis exacta de la 
variancia poblacional supuesta, que es: 



^h ^s ^7 



4701 ,43 
52 



90,41 



En la tabla que sigue, se calculan los nuevos niveles de significación 
hirviéndose de la nueva estimación de a^ . 

Análisis de la variancia para tres criterios de clasificación 



Origen de 
variación 


Suma de 
cuadrados 


Grados 

de 

libertad 


Estimación de 
la variancia 


Valores - F 


Observaciones 


Esti- 
mados 


Tabulados 


5% 


\t 


Entre especies 
(A) 


q,. 790,20 


2 


sJ-395,10 


* 

4,37 


3,18 


5,06 


Significativo para 
51 


Entre tiempo 
de salazón (B) 


q,- 573,73 


2 


s^-286,86 


3,17 


3,18 


5,06 


No es 
significativo 


Entre Grupo 
de ensayo (C) 


q^-2632,17 


8 


s^-329,02 


3,64 


2,13 


2,88 


Significativo para 
5% y 1% 


Interacción 
(CxA) 


q^-6608,47 


16 


s^-413,03 


4.57 


1.85 


2,39 


Significativo para 
5% y 1% 


Residual 
(AxBxC) 


q^-4701,43 


52 


s^- 90,41 


- 


- 


- 




TOTAL: 


Q - 15306 


80 


- 


- 


- 


- 





Conclusiones : 

1. Existen diferencias de calidad entre las especies elaboradas 

2. Las diferencias de calidad de los productos pesqueros 
atribuibles al tiempo de salazón no son significativas 

3. Hay diferencias apreciables entre los miembros del grupo 
de ensayo 

4. Hay una interacción significativa entre A y C, es decir, 
la clase de pescado tiene un efecto diferente en las 
calificaciones obtenidas, en lo tocante a la calidad 

de los productos elaborados 

11.4 Análisis de la covariancia 

£1 análisis de la covariancia es una técnica que combina el análisis de la 
variancia y la regresioni-/ . Supongamos que para cada unidad de encuesta se tiene 
un par de variantes: x,y; supongamos también que interesa conocer el efecto de 
la clasificación sobre la relación entre x e y, lo cual vendrá expresado por su 
covariancia. Ello nos lleva a efectuar el análisis de la covariancia. 



1/ 



Véase Capítulo 13 
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11 . A • 1 Clasificación unidireccional 

En una clasificación unidireccional las unidades de la encuesta se agrupan en k 
clases (un factor), y por cada unidad se tiene un par de variantes: x.., y... 



Notación: 



J í 



n. 
i 



n ■ Tn . : 

T . - Jx. . : 
XI J ij 

T . - Jy . . : 
yi yi2 



indica una clase dada (i " 1, 2, «.., k) 
indica una unidad dada 



es el tamaño de muestra en la clase i 
(j « 1, 2, ..,, n.) 

Tamaño muestral global 



esima 



m ^ 1 ^ 1 j 1 .esima . 

Total muestral de x en la i clase 



esima 
Total muestral de y en la i clase 



Dentro de las clases: 

C « y ( X . . - X . ) ( y . . - y . ) 
xyw y ij i-^ij ^ i 

C « y(x. .-x.)2 - Tx? . 
xxw v^ IJ 1 V IJ 



(Ix,.)(Zy.j) 



yx..y... J i 



(j:x,.)' 



- _J 



i ij 



yyw 






^?^ij^' 



Entre clases: 

(T .)(T .) (T )(T ) 

C . yLíi—Xi í JL , 

xyb V n . n 



T-^ 



xxb 



r XI X 

V n . n 

m 2 m 2 

'yyb j; Hj 



C . y_zi__JL 

-^ y n . n 



(T « Tt . , T « ÍT . ) 

X ^ xi* y r yi 
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Tottl: 

C 



xyT - n(-ij-)(yir^) - {J^ij^íj-'^^4^ 






n 



rp2 



Ejemplo 

Los datos que figuran en la tabla siguiente son los resultados obtenidos en un 
experimento en el lago L, cuyo objeto era estudiar el efecto del factor "barrera" 
sobre el grado de capturabilidad de las unidades de redes de enmalle de varias 
clases* Concretamente, en el experimento se colocaron tres clases de unidades de 
redes de enmalle (un factor de clasificación), en sitios elegidos al azar (puntos 
fijos), redes que no se sacaron durante cierto numero de días. La variante x^i 
expresa el numero de peces capturados por unidad de redes de enmalle el primer 
día del experimento, y la variante y^^ expresa el numero de peces capturados por 
unidad de redes de enmalle el tercer 'día del experimento. 



número de peces - 



Clase de redes de enmalle utilizadas 




¡ 


\ 


B 


c 


(i- 


•1) 


(i-2) 


(i. 3) 


(1^1^^1/3173) 


X 


y 


X y 


X y 


12 


5 


7 . 


17 12 




9 





7 1 


lU 9 


IJ ^J 


6 


1 


8 2 


12 17 


15 


7 


9 


10 1» 




20 


10 


19 17 


22 22 




7 


3 


9 3 


17 11 


11 


12 


20 13 


13 k 


^x 


7 
12 



7 


9 8 
6 


13 15 
8 


1» 





16 8 


13 19 


(-i«llt70) 
n 

1 - 11,73 


■^xl-103 


Ty,.».5 


T^,.110 Ty,.52 


T,^i-139 Tyi-113 


Tj^-352, x»ll,73 


5^-10,3 


Yi'^,^ 


íj-n,0 yj-5,2 


Sj-13,9 yi-11,3 


Ty-210, y-7,00 
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Análisis de suma de cuadrados y productos 



Origen de la 
variación 


°- lib. 


Suma de cuadrados referente a 


Productos 
xy 




X 


y 


Total 


n-1 
«29 


C^^T-666 


CyyT-12UU 


^xyT-'fO? 




Entre 
columnas 


k-1 
-2 


Cxxb-f3 


Cyyb"2T9 


C^y^-lU2,20 




Error (dentro 
de columnas! 


n-k 
«27 


■xx-^xxT- 

^xxb-593 


E «C ,„- 

yy yyT 
^yyb-^^5 


E «C ^- 
xy xyT 

Cxyb-566,80 


.;.^35,7U 


Reducción 
debida a 
regresión 


1 




^xy/^xx- 
5Ul,76 






Desviaciones 

respecto 

regresión 


n-k-1 
«26 




5U1, 76-1423, 21) 


Cuadrado 
medio -► 


^yx n-k-1 
- 16,28 



En el análisis de la covariancia (un criterio de clasificación) el interés se 
concentra en la prueba de significación referente a las medias ajustadas (adaptadas) 
En tal caso deberían efectuarse las cuatro operaciones siguientes: 

Calcular el valor del coeficiente de regresión: 

2. Calcular los valores de las medias ajustadas» las cuales 
vienen dadas por: 



^I 



yi-b(x¿-x) 



Y, por tanto, 

y[ - 4,5-0,9558(10,3-11,73) - 5,87 

y^ - 5,2-0,9558(11,0-11,73) - 5,90 

y; - 11,3-0,9558(13,9-11,73) - 9,23 



3. En cuanto a la prueba de significación o limites de confianza 
relativos a las medias ajustadas el error de la variancia se 



deriva del cuadrado medio s^ 
rencia 



y.^« Algebraicamente la dife- 
entre dos medias ajustadas viene dada por: 



- (y!-y!,) - (Ti-yi») - bíx.-ir..) 



Como D es diferente para cada par de clases, se utiliza la 
variancia promedia de D (T¿) para calcular la variancia de 
error para cualquier comparación entre las clases: 
.1 2 



•i- 



2s' 
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Donde , 



t 
Y, por tanto. 



,.a . »^^(l*5ii) . t^^ - C^^^/k-l 



s>' - 16,28(1+11^) = 17, 



593 



28 



'd " 10 3,1*56 

ip - 1,86 
Los valores de t para el par de medias ajustadas son: 

(**.0,05. v-26 ' 2'°^' 

(A.B), t =1!Í2¿1, l ^>«T-?,?°l 
»D ^/^^ 

" 0,02, que no es significativo 

« 1,81, que no ds significativo 
U, CJ, t .^ 1^80 

= 1,85» nue no es significativo 



Conc lus ion ; 

La clase de redes de enmalle utilizadas no afecta a la relación existente entre 
^ij e yij» o sea que las diversas clases de redes utilizadas responden del mismo modo 
al efecto de "barrera". 

La eficiencia relativa (RE) de las medias ajustadas, con relación a las medias 
no ajustadas, se estima por la relación de los correspondientes cuadrados medios 
efectivos: 

V 35 74 
Kfc. ^,2 17,28 ^' 

La covariancia con 10 rcplicaciones (repeticiones) por clase proporciona 
estimaciones casi tan precisas como las dadas por medias no ajustadas con 21 
repl icaciones . 
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Prueba F de las medias ajustadas: La prueba F puede emplearse también para 
contrastar la (lipotesis de nulidad H^ , de que todas las medias poblaciones son 
iguales, o sea. que no hay diferencias entre las medias ajustadas. Dado que el 
modelo de H^ no contie'ne efectos tratamiento, en el análisis de sumas de cuadrados 
y productos referentes al modelo H^» la linea de error es la suma de la línea de 
error y tratamientos en el modelo original. El valor de F estimado viene dado por: 



T- • (Fv,-k-i, ^2-n-k-.. a-... " "bulado) 
y • X 



Donde , 



^í 



c' 



Y, por tanto. 



F = 



^{l2hk^ ^Yél^^" h23,2U) = 32,99 



32^ 



lÍ]ll « 2.03. F^ ^2, V «26'' ^'^'^ ^^^^' ^'^^ ^^^^ 



Conclusión: 



La hipótesis de que no existen diferencias entre las medias adaptadas es 
val ida . 

11.4.2 Clasificación bidireccional 

En el análisis de la covariancia (clasificación bidireccional) se cuenta con 
un experimento bifactorial y por cada unidad de encuesta se tienen un par de 
variantes x,y. En esta técnica, el interés practico se concentra en la estimación 
de los coeficientes de regresión, en el contraste (prueba) de la linealidad. de las 
ecuaciones de regresión estimadas y, si difieren en pendiente, elevación o en 
variancia res i dual-I' . 

12. ESQUEMAS EXPERIMENTALES 

12.1 Introduce ion 

Los análisis de variancia y covariancia son métodos estadísticos ideados para 
extraer toda la información posible de los resultados de un experimento. Natural- 
mente, es importante que el experimento haya sido ante todo bien planeado, y para 
ayudar en tal proposito se ha realizado una importante labor de puesta a punto de 
esquemas y procedimientos experimentales ef ic ientes-^-/ . En este capítulo, tras un 
breve análisis de algunos de los principios generales que rigen la preparación de 
los experimentos, presentaremos algunos de los esquemas que resultan de interés en 
la esfera de la investigación pesquera aplicada, en aguas continentales. 



J^/ Para la aplicación de esta técnica, viase G.P. Bazigos, Efficiency of Different 

Sampling Methods for Large-Scalc Biological and Fishery Statistical Sample Snrvcys 

at Large African Lakes: 1. Cove-Rotenone Sample Survey at Kariba Lake. 
St.E./l, UNDP/SF/ZAM/1 1 , Abril 1972 

2/ R.A. Fisher, The Design of Experiroents (5- edición, 1949), Cochran and Cox, 
Experimental Designa, 1950 
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12,2 AlaAtorJEaciSn, rcplicaciSn y selecciSn de tratamientos 

El planeamiento del experimento es un paso sumamente importante, pues los 
errores que se cometan en la fase de diseño pueden invalidar la totalidad del 
experimento. He aquí varios principios aplicables a todos los esquemas 
experimentales : 



1 . Aleatorisacion: En las investigaciones pesqueras 
se concibe que hay muchos factores que podrían afe 
resultado de las unidades experimentales; intens 
luminosa, variaciones de temperatura, etc. Tales 
pueden cambiar con el paso del tiempo, con el empl 
con un cambio de una especie de peces a otra, y as 
vamente. Como se ha hecho constar, a menudo trat 
factores desconocidos que varían de modos asimismo 
¿De que modo se puede reducir al mínimo esta serie 
deformadoras? La respuesta esta en la aleatoriza 
el proceso de determinar que unidades experimental 
recibir un tratamiento dado de una manera purament 



aplicadas , 
ctar el 
idad 

factores 
azamiento , 
í sucesi- 
amos con 

desconocidos. 

de causas 
cion, o sea 
es han de 
e aleatoria. 



Replicacion: La aleatoriedad por sí sola no es necesariamente 
suficiente para dar validez a un experimento. La replicacion 
(repetibilidad) del experimento o unidades experimentales es 
también necesaria para la aplicación de cualquier método que 
obtenga su medida de variabilidad directamente de los datos, 
porque para medir la variación se necesitan al menos dos 
observaciones. 



Selección de tr 


estados de cual 


que dimane de u 


incrementada tr 


del tratamiento 


útiles un perfe 


cierta idea ace 


Al aplicar el t 


presente que la 


cauciones que h 


rotular (o pone 


experimentales. 



atamientos: Tratamientos 
quier factor objeto de est 
n experimento puede a menú 
as una cuidadosa considera 

que ha de aplicarse. A 
cto conocimiento del mater 
rea de los efectos probabl 
ratamiento o tratamientos 

primera y una de las mas 
an ele tomarse al ejecutar 
r etiquetas) adecuadamente 



son los diversos 
udio. La información 
do ser grandemente 
cion, al principio, 
este respecto, son muy 
ial experimental y 
es del tratamiento. 
, conviene tener 
importantes pre- 
un experimento es 

todas las unidades 



12.3 El cuadrado latino 

El cuadrado latino es un artificio para controlar simultáneamente dos fuentes 
de error. 



A 


B 


C 


D 


B 


A 


D 


C 


C 


D 


B 


A 


D 


C 


A 


B 
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Como 66 indica en el cuadrado latino precedente los tratamientos (A, B» C« D) 
están de tal modo asignados entre las casillas que» en ningua fila ni en ninguna 
columna» hay tratamiento que occura mas de. una ves* En un cuadrado latino de a 
filas y columnas, sea Rj la suma de la j*»in» fila, C¿ la suma de la i^sin^a columna, 
y Tv la suma del k^*i"^o tratamiento paradla variable x (i^jtk ■ 1,2, ... a). 
Designando por G el total general, el análisis de la variancia es: 



Tabla del análisis de la variancia 



Variabilidad 


Suma de 
cuadrados 


Grados de 
libertad 


Estimación de 
la variancia 


1. Filas 


.ifs 


a-1 


• í-C,/.-! 


2. Columnas 


.if-f^ 


a-1 


s;-C,/a-I 


3. Tratamientos 


t2 


a-I 


.:-c,/a-. 


4. Error 


c,-i:-(c,*c,n,) 


(a-l)(a-2) 


8Í-C,/(a-í)(a-2) 


5. Total 


^ ']VU-'i 


a^-l 


- 



Conviene tener presente que para un numero de tratamientos grande, a menudo es 
difícil disponer el numero correcto de filas y columnas, y para un numero pequeño no 
quedan para error muchos grados de libertad. 



Ejemplo 

Suponiendo que deberán ensayarse 
pescador habrá de pescar por lo menos 
medida adecuada del grado de capturabi 
de 12 horas se dividió en cuatro perío 
experimento entra en juego un tercer f 
que podría afectar a las capturas obte 
el material o arte de pesca, el pescad 
imposible obtener observaciones para t 
que, por ejemplo, todos los pescadores 
durante el primer periodo de tiempo, 
experimento de forma que los tres fact 
Así, dado que hay cuatro palangres y c 
riamos emplear cuatro pescadores en el 
las letras A, B, C, D corresponden a 1 
a los pescadores, y las columnas a los 
con el primer palangre (A) durante el 



en un día cuatro clases de palangres y que un 
tres horas con cada palangre para obtener una 
lidad del arte de pesca, la jornada de trabajo 
dos de tres horas. Sin embargo, en este 
actor, la variación de intensidad luminosa 
nidas. Tenemos, pues, tres factores: 
or y los períodos de tiempo. Pero resulta 
odas las combinaciones a todos los niveles ya 
no pueden pescar (izar) el mismo palangre 
La dificultad se resuelve estableciendo el 
ores aparezcan en el mismo numero de niveles. 
uatro períodos de tiempo para pescar, debe- 
experimento. En el cuadrado latino, 
os cuatro palangres, las filas corresponden 

tiempos de pesca; el segundo pescador pesca 
tercer período (véase tabla que sigue), etc. 
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Tabla de cuadrado latino (x : numero de peces capturados) 



Pescadores 


Tiempo de pesca 


»i 


i-í 


i-2 


1-3 


1-4 


J-1 


A:U 


B: 10 


C: 9 


D: 8 


41 


J-2 


C:15 


D: 17 


A:12 


B: 10 


54 


J-3 


B:n 


Ctl 1 


D: 9 


A!l2 


43 


J-A 


D;13 


A:10 


B: 10 


C:10 


43 


C. 

i 


53 


48 


40 


40 


T-ilBl 



Tabla de palangres 



A 


B 


C 


D 


14 


10 


9 


8 


12 


10 


15 


17 


12 


1 1 


11 


9 


10 


10 


10 


13 


48 


41 


45 


47 



Tabla de análisis de la variancia 



Variabilidad 


Suma de cuadrados 


Grados de 
libertad 


Estimación 

de 
variancia 


Valores - F 


Observaciones 


fia I cu- 
lados 


tabuj 


lados 


5% 


IZ 


1. Filas 

(pescadores) 


C -2073.75-2047,56 
-26,19 


3 


8.73 


2.24 


4,76 


9.78 


No es 
significativo 


2. Columnas 
(período 
de tiempo) 


r -2078,25-2047.56 
-30.69 


3 


10.23 


2,62 


4,76 


9.78 


No es 
significativo 


3. Tratamientos 
(palangres) 


C -2054,75-2047,56 
'-7,19 


3 


2,40 


0,62 


4,76 


9.78 


No es 
significativo 


4. Error 


C -87,44-67,07 
-23.37 


6 


3,90 


- 


- 


- 




TOTAL: 


C -2135-2047,56 
-87,44 


15 


- 


- 


- 


- 





C on_c Iji s i o n e s : 

En nuestro hipotético ejemplo, el cuadrado latino indica que no hay diferencia 
en el grado de capturas respecto al efecto de los factores que se consideran. 
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12.4 Experimentos factoriales 

Cuando dos o mas factores (cada uno puede estar a dos o mas niveles) sp ensayan 
en todas las combinaciones posibles, los tratamientos resultantes se dice que son 
factoriales. Semejante combinación de tratamientos hace posible apreciar el^efecto 
diferencial de un factor» a dos o mas niveles de un segundo factor, interacción. 
Incluso si no ocurre interacción en un experimento de este tipo* los resultados 
tienenmayor amplitud de aplicación, en vista de que los tratamientos principales 
han sido ensayados en una gama de condiciones mas amplia. 

Ejemplo 

En un cultivo en jaulas en el lago L se trato de ensayar el efecto de varios 
niveles de un solo ingrediente en el alimento para los peces, artificialmente pre- 
parado, sobre el crecimiento (desarrollo) de tres especies de peces. Las tres 
especies fueron designadas A,B,C y los niveles de ingrediente por O, 100 y 200 
gramos por kg de alimento. Las nueve combinaciones posibles de tratamiento (tres 
especies por tres niveles de ingredientes, 3^) se asignaron, al azar, a nueve jaulas 
de cultivo en cada uno de tres conglomerados (bloques). El efecto del tratamiento 
se evaluó a base del crecimiento promedio mensual registrado en los tres meses 
siguientes (x : expresa gramos por mes). 



Datos de bloque 



2 


»2 


^0 


»2 










27 


13 


10 




*0 


% 


1 


B 


2 


^0 


35 


Ik 


10 






33 


^ 






*0 






11 


Ik 




30 


15 


25 



Conglomerados 



II 



9 


^2 
11 


*0 
27 


9 


^2 
7 


18 


19 


29 


»2 

5 



III 



A, B y C • Especies 

Subíndices • nivel de ingrediente 
(O - O, 1 - 100; 2 • 200) 
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Tabla de datos de conglomerados 



Especies 


Nivel de 
ingredientes 


Bloques 


Subtotales de 
ingredientes 


Totales de 
especies 


l(i-l) 


II(i-2) 


III(i«3) 


A 


j-1 
J-2 1 
J-3 2 


35 
7 


30 
8 

4 


27 

18 

7 


92 
33 
25 




Subtotales de 
conglomerados 


56 


42 


52 




T4..-150 


B 
(A-.2) 


j-l 
j-2 1 
j-3 2 


14 

n 

8 


25 

8 

13 


19 
9 

5 


58 
28 
26 




Subtotales de 
conglomerados 


33 


46 


33 




V.-"2 


C 
(il-3) 


j-l 
j-2 1 
j-3 2 


27 
10 

7 


33 
15 
10 


29 

9 

11 


89 
34 
28 




Subtotales de 
conglomerados 


44 


58 


49 




T^..-151 


Todas las 
especies 


j-l 
j-2 1 
j-3 2 


76 
28 
29 


88 
31 
27 


75 
36 
23 


239 
95 
79 




Subtotales de 
conglomerados 


133 


146 


134 




T -413 



Cálculos ; 

(a) El análisis preliminar de las nueve combinaciones de tratamientos» 
se efectúa como si fuera un esquema de bloques directamente 
aleatorizado (prescindiendo temporalmente de su carácter factorial) 



Suma global de cuadrados; 



413 = 



8593 - 6317,37 - 2275,63 



Variancia de bloques: 

«2 



3 T • 2 
X, - y -lli-1- - {i<l 33*4 1 46*i-l 34*) - 6317,37} 
* « ü 1 n • n y 



t?i "^-i ^ 



- 6329 - 6317,37 - 11 ,63 
sj - 11 ,63/2 - 5,82 
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3. Variancia de las combinaciones de tratamientos: 

3 T* . 2 
^2-1 -r^h ' Ít(92*+33** ... ♦28M-6317,37> 

■ 8287,67-6317,37 - 1970,30 

"í ■ ^í^^ ■ 1970,30/8 - 2l»6,29 

4. Error: 

X, - X-Xj-Xj - 2275, 63-(ll, 63+1970, 30) - 293,61» 
8* - X^/16 - 293,6lí/l6 - 18,35 

Tabulando las variancias calculadas se obtiene: 



Origen de 
variación 


^•llb 


Suma de 
cuadrados 


Estimación de 
variancia 


Valores-F 


Observaciones 


Calcula- 
dos 


Tabulados 


^} 


\t 


Bloques 


2 


Xi-11,63 


BÍ-5r82 


0,32 


3,63 


6,23 


No es 

significativo 


Tratamientos 


8 


^^«1970, 30 


8j-2U6,29 


13,llí 


2,59 


3,89 


Altamente 


Error 


16 


A,-293r6l4 


n\' 18,35 


- 


- 


• 




Totales 


26 


X-2275,57 


- 


- 


- 


- 





Conclusiones ; 

De la tabla precedente se deduce que la diferencia entre las combinaciones de 
tratamientos es altamente significativa* El paso siguiente consiste en analizar 
los componentes de las nueve combinaciones de tratamientos. ¿Que comparación puede 
establecerse entre las especies? ¿Cual es el efecto de los niveles de ingredientes? 
¿Afectan los ingredientes por igual a todas las especies? 

(b) Tabla referente a especies x niveles de ingredientes 



Especies 


Nlv«l«s de Ingrediented 


Totales d4 
especies 





1 


2 


A* 

B 
C 


92 

(T,,.) 58 

tj 89 


33 
28 
3U 


25 

26 
28 


150 
112 
151 


Totales de nivel 
de ingredientes 


239 


95 


79 


{T)l»13 
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Variancia de las especies 

3 T* • . 
^, - I ír~-?^ " {5-(l50*^^ll2^-i.l5lM-6317^3T 

s* « A,/2 « 109r85/2 « 5^,93 

Variancia de los niveles de ingredientes 

T? . 2 
^ " ÍST^F ' Í5-(239'-^95*i-79M-631T,37} - 



} « 109,85 



» 80l*3^00-6317,3T - 1725,63 
sj « X^/2 » 1725r63/2 « 862,82 
3. Interacción de especies x niveles de ingredientes 

^ - Uzr^><i-K-h - {t(92*^33^* ... +28*). 

-(l09,85-»-1725t63+6317,37)} » 131*^82 
s| - Xj/U - 13U,d2/l» - 33r71 

Tabulando las variancias calculadas de los apartados (a) y (b) precedientes, 
resulta: 



Origen de 
variación 


G. 
lib, 


Suma de 
cuadrados 


Estimación 
de 
variancia 


Valores - F 


Observaciones 


Calcu- 
lados 


Tabulados 


5% 


If 


Bloques 


2 


A^«ll,63 


3Í=5,82 


0,32 


3,63 


6,23 


No es 
significativo 


Tratamiento 


8 


X2=1970,30 


sja2l46,29 


13, Cí 


2,59 


3,89 


Altamente 


Especies 


2 


X, «109, 85 


a*,»5i*t93 


2r99 


3,63 


6,23 


No es 

significativa 


Niveles de 
ingredientes 


2 


X^-1725,63 


sj«862,82 


U6,99 


3,63 


6,23 


Altamente 
significativo 


Especies x 
niveles de 
ingredientes 


k 


Xjal3U,82 


s^-33^71 


1,88 


3,01 


k,ll 


No es 
significativo 


Error 


16 


X^«293, 61* 


8Í«18,35 


- 


- 


- 


- 


Total 


26 


X«2275r57 


- 




- 


- 


- 



Conclusiones ! 



El elemento adicional que destaca en esta tabulación es que existen diferencias 
significativas en los niveles de ingredientes. 
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13. CORRELACIÓN Y REGRESIÓN 

13.1 IntroducciSn 

Las relaciones son los fundamentos sobre los cuales reposa toda ciencia. 
Concretamente» en algunos problemas las diversas variables se estudian simultanea- 
mente para apreciar su mutua relación» mientras que en otros hay una determinada 
variable que interesa y las restantes se estudian para conocer su posible ayuda 
en el análisis de la particular variable que interesa. A estas dos clases de 
problemas se las suele designar» respectivamente» por los nombres de correlación 
y regresión. 

13.2 Correlación (distribuciones bivariantes ) 

En la esfera de los estudios pesqueros aplicados, con frecuencia sucede que 
esta relacionado el tamaño de dos variables asociadas (distribución bivariante) . 
Sirva de ejemplo la longitud de un pez y su peso. Estas variables tienden a 
estar relacionadas, y un pez cuando es largo suele ser también pesado, y cuando 
es corto pesa poco. Las variables que presentan relaciones de este tipo se dice 
que son correlativas. 

13.2.1 Correlación lineal 

Al especificar el grado de relación entre dos variables, conviene emplear 
términos numéricos concisos que sean independientes de las unidades de los datos 
originales y expresen el grado de relación entre las dos variables. Cuando dicha 
relación pueda tratarse como aproximadamente lineal-^' la medida de relación calculada 
(estimada) se llama coeficiente de correlación lineal y se indica por la letra r. 
El coeficiente lineal de correlación es un numero que varia desde •♦•1, pasando por 
cero» hasta -1. Concretamente» el signo indica si la pendiente de la línea que 
expresa la relación es positiva o negativa!', mientras que la magnitud del co- 
eficiente indica el grado de asociación. Cuando no existe absolutamente ninguna 
relación entre las variables» r es igual a cero¿/. 

La investigación de la relación entre dos variables asociadas x,y, basada en 
una serie (conjunto) de n pares de mediciones (Xj» V i) t ^i^2* ^2^' ••'» (^n'^n^» 
corrientemente se inicia llevando los datos sobre un gráfico, que estaran represen- 
tados por n puntos en el plano x,y. Como la representación gráfica se limita a dos 
dimensiones (un plano), el resultado es un diagrama de dispersión. En el plano 
x,y» las abscisas son los valores de una de las variables» y las ordenadas los de 
la otra. Para cada par de valores (x¿,y¿) habrá un correspondiente punto en el 
plano determinado por los ejes. Este trazado gráfico por puntos es un diagrama 
de dispersión (véase Figura 13.2.1.1), 



J^/ Véase también sección 13.3 

2/ Todo valor de r que caiga fuera del intervalo -liri-M» significa que 
hay error en' el calculo 
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%l coeficiente de correlación lineal ae define por la fórmula siguiente: 

y(Xj^-x)(y¿-7) Jiy 



r ■ 






Donde» 



X - x.-x . y - y^-y 



O bien, 



l^i^i' 



l ^ 1 ^ 



(K)n[ (ly.)^ 

(•i n I Pi n 



O bien, 



nÍK.y.-(^i)(¡y.) 



IX 



/ X^'X^ x^x^ 



Ejemplo 

En una encuesta piloto en un lago artificial L se aplicaron dos enfoques 
(criterios) a fin de proporcionar estinaciones del numero total de embarcaciones 
pesqueras por sitio de pesca; los enfoques fueron, el A«reo (variante x) y el 
acuático (variante y). Preparar los diagramas de dispersión respectivos y 
calcular el valor de r. 
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(r = 0) 



(r s 0) 



(a) 



(b) 



(r = -t-l) 



(r = -i; 



(c) 



(d) 



(r » o,e) 



(r m 0,6) 



(e) 



(f) 



Figura 13.2.1.1 Diagramas de dispersión 



Nota : 

Un valor de r "^ ti indica que la correlación es perfecta. Un valor de r • O 
indica que no hay correlación. Un valor positivo de r indica que cuando 
una variable aumentadla otra aumenta también. Cuando r es negativa quiere 
decir que cuando una variable aumente» la otra disminuirá. 

Tingase presente que el coeficiente de correlación nos indica lo estrecha- 
mente ^ue están relacionadas dos variables» pero ello no implica una 
ralacion de causa y efecto* 
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Sitio de 
Desea 


«i 

(lanchas 
vistas) 


yi 

(lanchas 
contadas) 


Observaciones 


1 


10 


11 


(n • 10) 


2 

3 


12 
13 


13 
Ik 


(Jx.y^ - k05U) 


k 


15 


16 


(Ul « 3753) 


5 
6 


17 
19 


19 
21 


(ly¡ « U382) 


T 
8 


22 
2k 


23 
25 


í(lx.)^ « 3U225} 


9 


26 


28 


{(ÍYi)^ * uoooo} 


10 


27 


30 






185 


200 





^^ , 35^0 
«^( 10x37 53- 3U225)(lOxU382-i*OOOo'j 3553 



10xU05^-l85x200 



« 0,9963 



30 



20 



10 



10 



20 



30 



¿Es significativo el valor de r? Para contrastar o probar la significación 
del valor de r calculado» supondremos que no hay correlación entre las dos variables. 
Luego, valiéndonos de la prueba t se calculara la probabilidad de obtener un valor de 
r tan grande como el valor calculado, si no existe correlación (es decir, si r es 
igual a cero). El valor de t viene dado por la formula: 



/ l-r2 



En el ejemplo dado mas arriba: 
t - 0.9963 



/i-o. 



r 



9963 



^ - 0,9963 



/TTcTc 



cToTT 



32,7581 
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Los valores tabulados de t para 0,05 y 0,01 son» respectivamente: 

t - 2,306 t • 3,355 
8,0,05 • 8,0,01 

Como el valor calculado de t es mucho mayor que los tabulados, se puede decir 
que hay menos del uno por ciento de probabilidad de obtener un valor tan grande de 
r si realmente no hay correlación entre las dos variables. En otros términos, al 
hacer uso de una prueba abreviada, rechazamos la hipótesis de que las dos variables 
no están relacionadas, debido a que el valor de t calculado es muy superior a los 
valores de t tabulados a 0,05 y 0,01. 

Otras observaciones sobre la fiabilidad de r: Si p es el parámetro investigado 
(coeficiente de correlación) en una distribución normal bivariante, r puede utilizarse 
para estimar el valor de p, del mismo modo que se emplea la media muestral x para esti- 
mar la media poblacional m. No obstante, la función de frecuencias de r, decidida- 
mente no es normal para valores grandes de p, y depende únicamente de los parámetros 
p y n, donde n es el número de puntos que figuran en el diagrama de dispersión. Se 
ha demostrado que aquí existe un simple cambio de variable que transforma la compli- 
cada distribución de r en una distribución aproximadamente normal, 

1 , 1+r 
Y, por tanto. 



El transformador-i-/ z puede emplearse tanto para contrastar una hipótesis respecto 
a p como para establecer intervalos de confianza para p. 

E j emplo 

El valor calculado de r basado en una muestra de 38 pares de números, fue r «^0,60. 
Contrastar la hipótesis de que p«ü. Si p fuese distinto de cero, estimar los límites 
de confianza para p (P » 95 por ciento). 



1 . 



* /n-3 /sffTJ 5,9161 
Conclusión: Se rechaza la hipótesis de que H^^ip^O 



2. 2-1 ,96a <Z<z + 1 , 96a 



Y, por tanto. 



0,6 931 - 1 ,96 X O, 1690<Z<0,693I * I ,96 x O, 1 690 
0,3619<2<1 ,0243 

0,347/<p<0,7718 



U Para tablas que dan: (a) los valores de^z para r desde 0,00 a 1,00; y (b) los 
valores de r para z de O a 5, véase Apéndice II 
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Ejemplo 

Los coeficientes de correlación estimados» basados en dos muestras independientes 
de tamaños n^ ■ 67 y nj^SA, fueron reipectivamente rj-0»70 y r2«0,76. Contrastar 
la hipótesis de que las dos muestras hablan sido tomadas de la misma población. 



Conclusión : 



- 67, 



0,70 



í^^«e \^ - «'"^^ 



•2 



TS 



Como t<t 



- 84. 



0,76 



W. Ií§t^ - °."" 



/n^.3*n^ 



O, 1670 



10.9962-0,8673 
0,1670 



a-0,05 



0,7719 
, 0,7719<1,96 la hipótesis es valida. 



13.2.2 CorrelaciSn de rangos (métodos no parametr icos ) 

El coef iciente^de correlación de rangos de Spearman, r^, se emplea para propor- 
cionar una estimación rápida del nivel de concordancia entre dos variables; su 
formula es: 

6Z:d? 

1 



1 



írh^) 



donde d£ se refiere a las diferencias en rango entre valores apareados de los 
individuos!/ . 

Ejemplo 

La tabla que va a continuación proporciona el numero de casas vistas (variante x) 
y de embarcaciones vistas (variante y), por sitio de pesca, en un vuelo de explora- 
ci5n que cubrió una «ona limnologica (Lago L) • Calcular el valor de rg. 



Sitio de 


Casas 
vistas 

X 


Lanchas 
vistas 

y 


Orden d 


e rango 


^i 


d* 


pesca 


X 


y 


1 


10 


28 












2 


12 


35 






-1 




3 


13 


30 






1 




A 


14 


36 












5 


16 


40 






-1 




6 


17 


37 






1 




7 


19 


42 












8 


20 


48 


8 


8 








9 


22 


52 


9 


10 


-1 




10 


25 


50 


10 


9 


1 
















6 



6>c6 , 36 
"5F ■ ^ ^J5 



0,60 



77 Otra medida del grado de concordancia, estrechamente relacionada con r^, 
"" es la T de Kendall 
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Los valores de r^ varfan en muestras desde +1 (concordancia completa) hasta -1 
(desacuerdo total). 

13.2.3 Correlación de datos agrupados 

Cuando es grande el numero de pares de elementos que han de correlacionarse, se 
ahorra tiempo si se agrupan los datos antes de iniciar los cálculos. La tabla que 
sigue (Tabla 13.2.3.1) es una tableada correlación, que muestra la relaciSn que 
existe entre numero de anzuelos y numero de redes de enmalle (ambos artes son pro- 
pios, no alquilados) en las UEPs de un sitio importante de pesca en el lago L. 

La tabla se parece a un diagrama de dispersión, excepto que cada punto, en vez 
de situarlo exactamente, simplemente se inscribe en la casilla apropiada. 



Tabla 13.2.3.1 



Distribución de frecuencias conjuntas del numero de 
anzuelos (x) , que son propiedad, y del numero de 
unidades de redes de enmalle (y), también propiedad 
de las UEPs de un sitio importante de pesca en el 
lago L 



NGm.de unidades de 
redes de enmalle 
que se poseen 



Num. de anzue 



rr 



10 



20 



fifi_i21il 



30 

(4-3? 



qwg.BS Bflgeea 



i:o 



50 

(i-?) 



y'f. 



íx'y-f 



xy 



J-1 2 

J-2 3 

J-3 1» 

J-U 5 

J»5 6 

J-6 7 



■3 
■ 2 

■1 
O 

1 
2 



8 

10 

7 

5 



12 

18 

15 

3 

2 



5 

8 

17 

23 

17 



10 
8 
12 
20 
10 



5 

8 

12 

10 

5 



25 
51 
55 
,55 
U9 
15 



-75 

-102 

-55 

O 

U9 

30 



8U 
36 
5 
O 
38 
UO 



30 



50 



70 



60 



UO 



n"250 



-153 



203 



x'f. 



■ 60 



-50 



60 



80 



♦ 30 



T<bl* 13.2.3.2 Calculo d«l coeficiente de correlación lineal en la 
tabla precedente 



Ix'f^ - 30 


ly'fy - -153 




(1) Ix'*fjt - 390 

(2) (Ix'fj,)»/n - 3,60 


(1) Iy'*fy - 593 

(2) (íy'fy)*/n - 93,61» 


(1) Zx'y'fxy - 203 
(2)([x'fj^)(Iy'fy)/n - -18,36 


(l)-(2) - ¡i* - 386, UO 


(l)-(2) - Ir* - »»99,36 


(l)-(2) - ¡xy - 221,36 


T * 


liy . 22;, 36 


0,5039 




/JilJ^I /3B6, 1.0x1.99. ié 
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En el calculo de la Tabla 13.2.3.1 se siguen los pasos siguientes: 

1. Suma de las frecuencias en cada columna (f^) Y en cada fila (f») 

2. Construcción de un sistema de codificación conveniente del numero 
de anzuelos que se poseen (x*) y del numero de unidades de redes 
de enmalle que se poseen (y*) 

3. Calculo de las magnitudes marginales Zx'fj^, ly'fy, y Zx'y'f^^ 
En la tabla 13.2.3.2 se calcula el valor de r. 

13.3 Regresión lineal 

Cuando se examinan los datos proporcionados por una muestra procedente de una 
población bivariada, una de las cosas que deseamos averiguar es, ante todo, si hay 
alguna prueba de asociación entre las variantes de las muestras. Si no hay 
asociación entre tales variantes, éstas se denominaran independientes, desde el 
punto de vista estadístico. Si tienden a variar juntas de un modo desordenado 
se dirá que están relacionadas estocasticamente o estadísticamente. Si están 
estadísticamente relacionadas, el punto siguiente que deseamos averiguar es el tipo 
de relación entre ellas. Si una serie de puntos (x£, y^) (observaciones pobla- 
cionales) quedan aproximadamente en linea recta, es razonable expresar la relación 
entre ellos como: 

y . « a + 6x . + u . 
•^ X 1 1 

El problema en el presente caso consiste en estimar los parámetros a, 3» 
sirviéndose de los datos de muestras elegidas al azar a partir de las poblaciones 
originales. Conviene observar que la linea de regresión de y sobre x proporciona 
una estimación del valor promedio de una variable dependiente, y, asociada con un 
valor de la variable independiente x. La linea de regresión es una curva de 
adaptación perfecta a los datos empíricos cuando se conocen exactamente los valores 
de X. Concretamente, el problema consiste en estimar los parámetros a y B* tomando 
en consideración todas las observaciones, lo cual conducirá a trazar una línea que 
pase lo más cerca posible da todos ellos. 

La clásica solución a esté problema fue propuesta por Gauss y se conoce por el 
nombre de método de los mínimos cuadrados—' . Los valores de los coeficientes se 
calculan de modo tal que la suma de las desviaciones de los valores observados 
respecto a la curva adaptada, elevada al cuadrado, es decir , (2]u| ) , sea un mínimo 
para el conjunto de observaciones dado. Estos valores se ^ determinan fácil- 
mente gracias al cálculo diferencial, en virtud del cual fu? es mínima cuando: 

1 1 



^<5«i> ■ ° ■ ^<^i> 



Este procedimiento permite establecer un sistema de dos ecuaciones normales, 
a partir del cual es deducen los valores de a y B. 

13.3.1 La linea de regresión de y sobre x 

Una linea de regresión adaptada a ios datos empíricos por el método de los 
mínimos cuadrados, es corrientemente considerada por los estadísticos como la que 
mejor permite estimar los valores de la variable dependiente (y) cuando se conocen 
los valores de la variable independiente (x) (váaae Figura 13.3.1.1). 



J_/ El método de los mínimos cuadrados se basa en cierto numero de hipótesis 
"" referentes al termino de error y a las variables, v.g., las variables x e y 

están exentas de errores de medida, los errores son independientes entre si 

y están normalmente distribuidos 
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Figura 13.3.1.1 y^ como función lineal de x 
(b 88 la pendiente) 



El sistema de ecuaciones normales para el calculo de a y b viene dado por: 

¡y^x . a^x -Hb^x^ 

Resolviendo el precedente sistema de ecuaciones normales, se obtiene: 

a » y^bíT 
Y, por tanto. 



b • 



1 
Ix. ¡y.x. 

1 ^ j^ X X 

n Ix^ 
1 * 



n[x,y,-(^x,)(^y,) 



11 



níx^-dx.)^ 

1 *^ 1 * 



El coeficiente de regresión de y sobre x muestra el aumento promedio de la 
variable dependiente para cada unidad adicional de la variable independiente. 

Transformaciones algebraicas: 



dx )(Iy ) 

r i i 

)x.y .- 

4- i'' 1 n 



b « — 



*• X n 



no 



riPS/TI35 



o bien, 



í(xj-x)(yj-y) [xj/j 



Kxj-x)» 



?«! 



O bien, 

8 

b - r -^ 

8 

X 

Ejemplo 

La tabla que sigue da la8 capturas de 10 UEPs en un cierto día (x : kg) y la 

cantidad de pescado capturado que entra en el cauce comercial (y:kg). Estimar 

la ecuación de regresión lineal de y sobre x, así como el valor del coeficiente 
de correlación lineal. 









- ks - 


ÜEP 


X 


y 


Observaciones 


1 
2 


25 
30 


20 
22 


(Ix^yj - 17l»63) 


3 


29 


21 




k 


1»0 


35 




5 
6 


38 


33 


(¡xj ■ 20J»30) 


7 


U6 


ko 




8 


52 


1*5 




9 

10 


58 
70 


50 
60 


(ly} - U961.) 




1»32 


366 





1. 



Ecuación de regresión lineal: 



(i) 



(ii) 



y ■ a + bx 



nlxjyi-(lxi){íyi) 
i ^ i ^ 



IQx 
10 



17l>63-(''32?(366) 
0X20J»30-(U32)* 



0,93 



a • 36,6 - 0,93 x 43,2 • -3,58 



Y, por tanto, 



y^ - -3,58 + 0,93x 
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2. Coeficiente de correlación lineal: 

nlx.y..(lx.)(ly.) 
^{nIx^(Ix.)M{nIy^(Iy.)M 

10xi7U63-(U32)x(366) 

*^{10X20U30-(U32)M{10X1U96U-(366)M 

« 0,99 

13.3.2 Error medio cuadratico 

El error medio cuadratico proporciona una medida de la divergencia de los 
valores efectivos de la variable dependiente, respecto a sus valores estimados o 
calculados. Esta medida es análoga a la que proporciona la desviación típica y 
da una idea, en términos absolutos, de la confianza que inspiran las estimaciones. 
El error medio cuadratico estimado (datos muéstrales) viene dado por: 

y 'x / y • X 



Donde , 



O bien , 



O bien, 



1 X 1 



E j emp lo 

Utilizando los datos del ejemplo anterior (sección 13.3.1), calcular el valor 



de s 

y «x 



s ■ + / s' 



y» X / y • X 

Donde , 

s2 

yx 

Y, por tanto. 



|-ílU96U-{(-3.58)x366+0,93xl7U63}] « ^*21 



8„_3j « -I-A, 21 = 2,05 



13.3.3 El error típico del coeficiente de regresión 
El error típico o "standard" estimado de b viene dado por: 
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Donde» 

b V/^ -^\2 /«_i\.2 



Los límites de confianza estimados para el coeficiente de regresión de la 
población (B) y para un nivel de probabilidad dado» se expresa por: 

''-S-.°b^^^''*'v.a^b . ' (^ " "-2) 

Asimismo, Xas magnitudes paralelas estimadas, b, a^^ , pueden servir para 
contrastar la hipótesis de que Hq:B-$q. 

Ejemplo 

El valor calculado de b» basado en una muestra de 10 observaciones (x^. y^) 

es igual a 0»93« (i) Contrastar la hipótesis de que H^zB^O, (ii) Si 3*^0, 

estimar los limites de confianza para 6 (a«0,05). (Obsérvese: s^ «0,16; 

íx. - 200; Jx? - A382). ^'^ 

1 1 1 X 



Contraste de la hipótesis de Hq:3«0 
(i) 



*o * 
.2 



52 . l¿x . Q>)^^^tg « 0,000U19 



o • /0,000U19 » 0,0205 

^v«8, a«0,05 " ^'^^ • ^v«8. a«0,01 * 3,36 
Conclusión: Se rechaza la hipótesis de que B"0. 

Límites de confianza estimados para B (a» 0,05): 

0,93-2.31 X 0,0205<6<0,93 -»■ 2,31 x 0,0205 
0,8826<B<0,977A 

13,4 Teoría complementaria de correlación lineal y regresión 
13,4.1 Coeficiente de correlación y variación explicada 

C X X X ) 

Supongamos que, valiéndose de las observaciones muéstrales z»^ ' v^* ***> n 
una curva de regresión lineal fue adaptada a los datos empíricos ^1* ^2* '••» yn 
(véase figura en la pagina siguiente). 

Una medida de la variabilidad, llamada variación total, es la suma de los 
cuadrados de las desviaciones de los valores de y, con respecto a su media: 
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1 13 



ci 



a*bx 



Figura 13.4.1.1 

Esta variación total puede dividirse en dos partes: (1) Aquella que no ha 
podido ser^explicada por la linea de regresión; y (2) La explicable por la linea 
de regresión. Concretamente: 



Y. 



y,. -y - (y,--y.,-)*(y.,-y) 



1 " ci 



01 



V'i-'^' ' W-x 



d ♦(¥ .-y) 
y-x ^^ci ^ ' 



* [(yci'y^ 



.variacionv ^ . Variación v ,Variacionv 
total no explicada explicada 

Dividiendo los términos de ambos miembros de la ecuación por JKy.^y)^» 
expresamos los términos de la segunda parte de la ecuación como 
relaciones a uno: 






1 í 

1 - (l-rM^r^ 



La magnitud r^ es el coeficiente de determinación. El coeficiente de correla- 
ción r es igual a la raíz cuadrada del coeficiente de determinación. 



Transformaciones algebraicas: 

Se tiene» 

1 - (l-r^) + r^ 
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Y» por tanto, 



O bien» 



O bien» 



O bien» 



1 - (1-r^) 



r^ - 1 ^ 



r y 'x 



r» - 1-^ 



I(yi-y)' 
íly?-(»lyi*bíx.y.)} 



r' " 1— 



'!"- 



(n-2).» 



iTTTr 



2 1 



21Í 



(n-Ds* 



E j emplo 

En la tabla que sigue figura el numero total de faenas de pesca (x) de 10 UEPs 
dentro de un distrito, asi como la captura total obtenida (y : kg) • Estimar la 
ecuación de regresión lineal y el valor del coeficiente de determinación (r ). 



1 . 



UEPs 


X 


y 


Observaciones 


1 
2 


61 
70 


6io 
58o 


(Z^iyi =* 592860) 


3 


80 


700 


1« 


75 


800 




5 


79 


750 


(Tx? « 60686) 


6 


80 


830 


i ^ 


7 


82 


800 




8 
9 


81 
83 


750 
850 


(hl * 582U900) 


10 


85 


900 


i 




776 


7570 





y^ • a-fbx 



nl^íyi-fl^c, )(¡[y. ) 
i i i , 10X592660-776X7 S70 



TJTpfjr 



W 



10x60686. 



- 11,59 



a - 757-11, 59'«77, 6 - -1U2,38 
y^ - -ll»2, 38*11, 59x 
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2. 



(i) r' - 1— i- 



íZy?-(aIyj+bIx.y^)} 
1.-1 ",^..-V- 



""" (lyT)' 



í 582U900-{ (-1^2. 38 )x75T0»ii y $9x392660)}! 



91*^10,00 



{$82Í4900>'^ '^^Jg^S 
0^66? 



(ii) Variación: 



0,333 



•»• 0,667 



.VariacioRv ^ . Variación . .Variación, 
total no explicada explicada 



(iii) r - /^ « /O, 667 - 0,817 



13.4.2 Limites fiduciarios de y^ para Xq dado 
Los limites fiduciarios de y para un x y un nivel de probabilidad dados, son: 



Donde , 



Y, 



/^ 



«R ■ V"r 



R y «x 



i* 

n 



(Ex.)' 



E j emplo 



Sirviéndose de los datos muéstrales disponibles, se estimo la ecuación de 
regresión lineal de y sobre x. Estimar los límites fiduciarios de y^ para x - 40 
(x - 20. íx^ « 382). 



Ecuación de regresión estimada: 
b - 0,93 a - -0,1 



10 



Y, por tanto, 



-O, 1 + 0,93x 
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(i) 



y «x 



O, 16 



-/ 



0.16(^5* 



1 ^ (40-20)' 



382 



} - 0,43 



(ii) y 



c/x«i+o 



•O, 1 + 0,93 X 40 - 37, 10 



(iii) 37,1 -'2,31x0,43<Y^^^^^^<37,l +2,31 xO,43 
36,1 KY , . „<38,09 

La figura siguiente proporciona un ejemplo de la faja fiduciaria correspondiente 
a una regresión ¿-«neal. 




^ -^ • ^ • ^ Razón de correlaciones 

En los casos en que un solo factor cualitativo ha de considerarse como una 
variable independiente, y otro factor cuantitativo como la variable dependiente, 
puede determinarse la relación de regresión agrupando las observaciones de acuerdo 
con la categoría del factor cualitativo y calculando el valor promedio del factor 
dependiente para cada grupo. 



La intensidad de la correlación entre el factor cuantitativo dependiente y el 

Lente, 



factor cualitativo independiente, se mide por la razón de la correlación n : 

y • X 



y •X 



y *x 



Donde , 



hy(yu-y)^ 



'y X 



« IL. 



ni 
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En la ecuación que antecede el sufijo h se refiere al grupo de observaciones de 
orden h, y el sufijo i a la i^sima observación. Asimismo: 

ni 



' ' nll'^' • ^" " h^ 



Ejemplo 



La tabla que sigue indica la temperatura registrada en la superficie (y : ''O^en 
un día determinado, en las estaciones de muestreo dentro de las tres zonas limnologicas 
establecidas (x : LZ) , en el lago L. Calcular (estimar) el valor de n . 



- datos hipotéticos 



Estaciones de 
muostreo 


Zonas IJmnolóp.lcas 


Observaciones 


x: L-í 


L-2 


L-3 


i«l 
i«2 

i:i '■■ 

i-5 
i-6 


28 
29 
30 
30 
30 
31 


27 
26 
28 
30 
29 
31 


26 
28 
26 
30 
30 
32 


(T « [Tj^ « 523) 

h 

([_" B 15200,17) 

ilh'^i ' 1521.5) 
hi "* 


Th 


178 


171 


171. 


n 


31681. 


292ítl 


30276 



Transformaciones algebraicas: 



Dado que, 



ínj^(y^-y)» 
hi ^^ 



InJ?,-y)^ - f^^ 



*h^'h 



Y, por tanto, 



^n^hi)^ 



hi 



hi 



Sustituyendo en la formula original, se tiene; 



yx 



'l^'^^hl^r 



(IKj* 



hi 



hi 



-} 
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y, por tanto. 



y X 



13200-15196 
152145-15196 



0,0816 



Y, por tanto, 



y X 



0,2857 



La razón de la correlación estimada 0,2857 indica cierta relación entre las zonas 
limnologicas del lago y la temperatura en la superficie, pero de un valor bastante 
bajo, con la relación explicando, en el mejor de los casos, solamente un ocho por 
ciento ("Hy.x) ^^ ^* variancia de la temperatura en la superficie entre las zonas 
limnologicas . 

13.4,4 Regresión lineal de x sobre y 

La ecuación de regresión estimada de x sobre y viene dada por: 

X - a' + b'y 
c ^ 

Donde , 

a» « x-b'y 

1 

e te . 

Conviene observar que el valor del coeficiente de correlación puede calcularse 
a partir de las pendientes de las dos líneas, con arreglo a la ecuación: 

r - Ab^ 

De esta ecuación se deduce que cuando r«l, b«l/b' y, por lo tanto, coincidirán 
las dos lineas de regresión. Esta propiedad de las dos lineas puede emplearse para 
estimar gráficamente lo estricto de la correlación. 




e 5C 



(x, y) media muestral 

Líneas de regresión 
Figura 13.4.4.1 
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13.5 Regresión múltiple lineal 

13.5.1 Introducción 

Ocurre con frecuencia que una variable para la cual se desea establecer una 
regresión, no depende de una sola variable independiente sino de dos o más variables 
independientes. Ahora bien, considerando el caso desde otro ángulo, el contar con 
mas de una variable independiente puede permitirnos predecir la variable dependiente 
con mas exactitud de lo que podría hacerse partiendo de una sola. Esto exige el 
empleo de técnicas de regresión múltiple. 

13.5.2 Correlación parcial y regresión multivariante 

Cuando se opera con mas de dos variables, se usan las expresiones "correlación 
parcial" (en vez de "correlación"), y "regresión multivariante" (en vez de "regresión"). 
Concretamente, en el problema de la correlación parcial el interés se centra en eva- 
luar la interdependencia de dos de las variantes, una vez eliminada la influencia de 
todas las demás. En la regresión con múltiples variables se examina la influencia 
en una de ellas de todas las demás del grupo o conjunto. 

13.5.3 Tipo de ecuación (regresión múltiple lineal )-^^ 

El primer paso del proceso de correlación consiste en obtener una ecuación que 
incluya las variables investigadas. Si se trata de tres variables, el tipo de 
ecuación esi.' : 

Si las tres variables se miden con relación a sus medias, la ecuación resulta: 
y - b,x +b^x^ 

'^ C 11 2 2 

Los coeficientes b. y b se denominan coeficientes de regresión parcial. Un 
coeficiente de regresión parcial indica el efecto sobre Y^ de un cambio en la variable 
independiente acompañante, tras haber tenido en cuenta la otra u otras variables 
independientes. 

13.5.4 El sistema de ecuaciones normales 

Cuando las variantes se miden a partir de sus respectivas medias, el sistema de 
ecuaciones normales es: 



liL 



(1) 



SIL 



(1) 

(2) 



l^i*li 



(IxJ.)V(I*,,i,,)b, 



[y.i^, . (Ii,iÍ2i)V(í*2i'^ 



La resolución de este sistema de ecuaciones permite hallar b^ y b^ 



1/ 



2/ 



Un modelo de regresión múltiple lineal puede aplicarse a datos empíricos cuando 
es lineal la relación entre la variable dependiente y cada una de las variables 
independientes 

Otra notación para esta ecuación es: X^ 23**1 23'*'^12 3^2'*'^13 2^3 
donde loe sufijos 1,2,3 se refieren a las tres variantes de encuesta 
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Ej emploi ./ 

La tabla que aparece a continuación proporciona los datos concernientes a la 
relación entre la captura total (Y : kg/dia) de 10 UEPs en un cierto lago, y el 
numero de horas dedicadas a la pesca (X.) y el numero de anzuelos empleados (Xj). 
Estimar la ecuación de regresión múltiple lineal de Y sobre Xj y X^ . 





















- 


datos hipotéticos - 


UEPs 


(U. 


(hr) 


Xgi 

(Num.de 
anzuelos) 


Yi-? 


^li ü 

Xii-Xi 


*2i • 
X2Í-.5C 


^i^li 


^i*2i 


*li*2i 


*Íi 


^li 


^ 


1 


k 


2 


32 


-1 


-2 


-11 


2 


11 


22 


l4 


121 


-1 


2 


2 


5 


18 


-3 


1 


-25 


-3 


75 


-25 


1 


625 


-3 


3 


1 


3 


52 


2 


-1 


9 


-2 


18 


-9 


1 


81 


2 


k 


1 


3 


6 


.1* 


-1 


-37 


U 


1U8 


37 


1 


1369 


-U 


5 


U 


U 


U2 


-1 





-1 





1 








1 


-1 


6 


5 


U 


U8 








5 














25 





7 


9 


6 


80 


1* 


2 


37 


8 


1U8 


7U 


u 


1369 


u 


8 


5 


2 


32 





-2 


-11 








22 


k 


121 





9 


6 


U 


52 


1 





9 





9 








81 


1 


10 


T 


T 


68 


2 


3 


25 


6 


50 


75 


9 


625 


2 


Total 


50 


UO 


U30 








15 


U60 


196 


21* 


uuie 


dy? « 52) 










Media 


5 


U 


1*3 





















1 . 



Sistema de ecuaciones normales: 
15 - 2Ab^ -f 196bj 
460 » I 96b^ ^ 4A18b^ 



Coeficientes de regresión parcial estimada: 



24x460-1 5x1 96 





24 


15 


^ - 


196 


460 


24 


196 




196 


4418 


^ - - 


-0,35 





24x4418-1 96x1 96 



- O, n 98 



Ecuación de regresión múltiple; 

(Y^-5) - -0,35(X^.-4) + 0,ll98(X2.-43) 

Y, por tanto, 

Y « 1 ,249 - 0,35X, . + 0,1 198X,. 
c 1 1 z i- 



y Véase también, G.P, Bastigos: Efficiency of Different Sampling Methods for 
Large Scale Biological and Fishery Statistical Sample Surveys at Large 
African Lakes:" 1. Encuesta muestral Cove-Rotenone en Lago Kariba, 
St.E./l, UNDP/SF/ZAM/1 1 , Abril 1972 

G.P. Bazigos: The Vield Pattern at Lake Nasser, St.S./l, ÜNDP/SF/EGY/66/ 
558, Septiembre 1972 



y 
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4, 



El valor calculado de b. 



-0^35 indica el cambio normal en la 



captura, asociado con un cambio unitario en el tiempo dedicado 
a la pesca (una hora). El valor calculado de b^ - 0,1198 
indica el cambio normal en captura relacionado con la 
utilización de anzuelos adicionales en las faenas pesqueras. 



13.5.5 Multiplicadores de Gauss 

Si todo lo que deseamos conseguir es una ecuación de regresión el problema esta 
completado. Sin embargo, este no suele ser el caso. La mayor parte de las veces 
de lo que se trata es de efectuar pruebas de significación y de proporcionar una 
medida de la precisión de la regresión. Por ello es conveniente calcular los 
multiplicadores de Gauss o multiplicadores c. 

La determinación de los multiplicadores c implica la resolución de ecuaciones 
simultaneas. Estas ecuaciones son muy similares a las empleadas para determinar 
los coeficientes de regresión parcial. La suma de cuadrados y productos cruzados 
se disponen exactamente en el mismo orden, si bien se omiten los productos cruzados 
que contienen Y. De ese modo, el conjunto básico de ecuaciones referentes a un 
problema de regresión con dos variables independientes sería: 

Primer conjunto Segundo conjunto 

yx^ -^Tx .X . . 1 : . o 

J 1 1 J 1 1 21 

yi .X ,^ii\ . o 1 

11121521 

Habría dos conjuntos o juegos de estas ecuaciones (con tres variables indepen- 
dientes habría tres conjuntos de tres ecuaciones cada uno, con cuatro variables 
independientes habría cuatro juegos de ecuaciones, etc.). 

El numero de multiplicadores necesarios es igual al numero de sumas de cuadrados 
y productos cruzados que incluyan únicamente las variables independientes. En este 
ejemplo, los multiplicadores son: 



12 



S2' (^2 



S,> 



Los sufijos de los multiplicadores se refieren, el primero al conjunto de 
ecuaciones, y el segundo a la columna dé X (véase sistema de ecuaciones normales) 



Primer 
conjunto: 



(I) 



(2) 






Segundo 
conj unto: 



S.íIMi)) * S.íISi^i> ■ o 
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Sustituyendo las sumas apropiadas de cuadrados y productos cruzados correspon- 
dientes a nuestro ejemplo» se obtiene: 



Primer 
conjunto: 



24c ♦196c - 1 

11 12 

196c ♦ 4A18c « O 

11 12 



Segundo 
conj unto : 



24c2j + ^^^^22 ■ ° 
196c^^ ♦ 44I8C22 - 1 



Resolviendo cada conjunto simultáneamente» resulta: 



c - 0,065346 



1 2 



-0,002899 
0,000355 



2 I 



Mediante los multiplicadores c se pueden calcular los coeficientes de regresión 
parcial; las formulas sonJL/: 

^1 - ^iiíl^ii^i) *^i2(l*2iyi) 

1 1 

Sustituyendo los valores respectivos en las ecuaciones precedentes, resulta: 
bj - 0,065346 X 15 - 0,002899 x 460 --0,35 
h^ - -0,0028 99 X 15 + 0,0003 5 5 x 4 60 - O, 11 98 

13.5.6 Error medio cuadratico 

Después de resolver la ecuación de regresión múltiple, mediante la cual pueden 
estimarse los valores de la variable dependiente, a partir de los de las dos variables 
independientes, es conveniente estimar el valor del error medio cuadratico (8yi2^* 
para comparar lo estrictamente que tal estimación concuerda con los valores 
empíricos : 

s " 
y« 12 



Y, por tanto. 



y. 12 



í^í?yi-<NlM.i*Nlyi¿2i)> 



Donde, 



n : numero de conjuntos de observaciones en la muestra 
k : numero de variables independientes 



2,/ Obsérvese que en las fqrmulas, cada ecuación utiliza todos los productos cruzados 
de y con cada variable independiente. El multiplicador c por el que se multi- 
plica cada producto cruzado» se identifica por sus sufijos. El primero se 
refiere al coeficiente de regresión deseado, el segundo es igual que el sufijo 
de X en el producto cruzado. 
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Ejemplo 

Empleando los datos de nuestro ejemplo (sección 13.5.3) calcular el valor de 



y. 12 



1 



y. 12 10-3 
- 0,306 



{52 - (-0,35x15+0, 1 198x4 60)} 



%.12 " ^ /0. 306 . 0,55 



13.5.7 Análisis de la variación total en componentes 

La variación total de los valores individuales de Y respecto al valor medio de 
Y (Y) , viene dado por: 

qj - y(Y^-Y)^ - ^y? (grados de libertad - n-l) 

La variación en Y, que se explica por la regresión de Y sobre X^ y X^ , 
simbolizada por q^, se calcula por la formula: 

^1 ■ ^i^^i^ii "^^ ^2^^i^2i (&^^^os de libertad « k) 



La^variacion en Y que aun queda por explicar incluso después de adaptar la 
regresión, es igual a: 



q ~ q 



(grados de libertad « n-k-1) 



La tabla que sigue proporciona el análisis de la variación total de nuestro 
ejemplo (secciSn 13.5.3) en componentes. 



Origen de variación 


Grados 

de 
libertad 


Suma de 
cuadrados 


Cuadrados 
medios 


Valores - F | 


Estimados 


Tabulados | 


5% 


1% 


Debida a regresión 


2 


q^ - 49,86 


24,93 


80,4194 


4,74 


9,55 


Residual (es decir, 
no explicada) 


7 


q, « 2,14 


0,31 




(Altamente 


TOTAL: 


9 


qg - 52,00 


- 




significativo) 



13.5.8 Limites de confianza estimados para los coeficientes de 
regresión parcial de la población 

Sirviéndose de las observaciones muéstrales pueden calcularse estimaciones 
referentes a los limites de confianza de los coeficientes (34) de regresión parcial 
de la población: 



Donde, 



■bi ■ » ' 



y . . . /'^ii 
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En nuestro caso (ejemplo de la sección 13.5.3) los límites de confianza estimados 
para P^j^j» son respectivamente (P-95 por ciento): 



-0,35-2.36x0,55 /O, 065 3 4 6<B , <-0, 3 5-I-2 , 36x0, 5 5 /O, 065346 

-0,68<3j<-0,02 

0,1198-2,36x0,55 /O, 000355<B2< O, 1 1 98-»-2 , 36x0, 55 /O, 000355 

0,095<B2< ^»^^^ 



Asimismo, pueden utilizarse las observaciones muéstrales para contrastar la 



hipótesis de que Hq:B-"3 



t 



s, . 
bi 



etc. (véase también nota al pie de la pagina 125) 

13.5.9 Significación de las variables individuales 

Un problema constante en análisis de la regresión múltiple es averiguar si una 
cierta variable independiente contribuye de modo significativo. Por ejemplo, en 
nuestro caso, podemos desear saber si Xj contribuye de modo significativo a la 
regresión. Esto puede hacerse con los multiplicadores c. 



1 



Se calcula lo que seria la suma de cuadrados atribuible a la regresión (q^) 
si se suprimiera Xj • La formula para la suma ajustada de cuadrados 
(q^^), es: 



2. 



' i a 



Después de la supresión de X^ de la regresión, la suma residual de 
cuadrados (residual ajustado) serla: 



q ■ q ~ q 
^2a ^3 ^1 a 



La reducción se hizo a costa de un grado de libertad. 



3. Estimamos el respectivo valor F y lo comparamos con el valor 
tabulado (véase tabla que sigue) . 



Origen de 
variación 


Suma 

de 

libertad 


Suma de cuadrados 


Media de 
cuadrados 


Valores - F | 


Esti- 
mados 


Tabulados 


5Z 


]% 


Residual 
ajustado 


8 


q^ -52,00-9,43-42,57 
2 a 










Residual 
no ajustado 


7 


q, -2.14 


0,31 


135 


5.59 


12.25 


1 


Reducción 
debida a X^ 


1 


q -qjg-qi-Ao.Aa 


40,43 




(Alta 
signifi 


mente 
cativo) 
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De modo análogo puede contrastarse la contribución de X^. La formula para la 
suma ajustada de cuadrados una vez suprimida X sería: 

q « q etc . 

^la ^ ' 

13.5.10 Coeficiente de correlación múltiple 

Según hemos visto, el coeficiente de determinación ofrece una medida de la 
variación en la variable dependiente que puede explicarse por la variación en la 
variable o variables independientes. En el caso de regresión lineal múltiple, 
la formula que permite estimar el coeficiente múltiple de determinación es: 



(n-k-l)s^ 



í^ 



O bien. 



(n-l)s 

y 

En nuestro ejemplo, el valor estimado de R, „, es: 

1,23 

. (n-k-l)s^.;^g 
«y. 12 ' ^ (n-l)sj; 

%.12 ^^ 

1 

52 

El coeficiente de correlación múltiple, es igual a la raíz cuadrada del 
coeficiente múltiple de determinación. En nuestro ejemplo: 

^yl2 * '^'^^y.i? " /0793M « 0,9792 

El coeficiente de correlación múltiple mide la importancia combinada de las 
diversas variables independientes, como medio de explicar las diferencias en la 
variable dependiente. 

^ 3 • 5 • * ^ Fiabilidad del coeficiente de correlación múltiple^ -/ 

La fiabilidad del coeficiente de correlación múltiple varia no solo con la 
correlación y tamaño de la muestra sino también con el numero de variables indepen- 
dientes. Concretamente, al operar con coejficientes de correlación múltiple, lo 
que principalmente interesa es saber si un R (o bien R^) es significativo. 



j_/ Para contrastar la significación entre los coeficientes de regresión parcial 
estimados, se emplea la prueba t, en nuestro ejemplo: 



"•bi-b? 
Donde , 



8, ^ "8 fe. •♦•c -2c c 
b i-b 2 y i 2 / 1 1 2 2 i : 
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Para cerciorarse de si un coeficiente múltiple de determinación excede 
significantemente de cero, se emplea la prueba F: 



En nuestro ejemplo (sección 13.5.10) el valor estimado de F es: 

0,9588 7 

0,0412 2 " 0,082A 



F .04588^7 . Í4U4. 81,45 



El valor de F tabulado para Vj»2 y v^ - 7 (a «0,05) es 4,74. Como el valor F 
estimado es mayor que el tabulado, concluímos que el coeficiente de determinación 
estimado es altamente significativo para a -0,05. 

La significación del coeficiente de correlación múltiple puede contrastarse 
mediante la prueba t: 

R 

' "a^f — 

/ y • • • 

En nuestro ejemplo, el valor calculado de t es: 

t . ^4^ ¡L . 9,0252 
/O, 04 12 / 2 

El valor t tabulado (a -0,05; v-n-k-1) es t -2,365, altamente significativo. 

13.5.12 Coeficientes de correlaciSn parcial 

El coeficiente de correlaciSn paralela mide lo estricto de la relación entre dos 
variables de un modelo de regresión múltiple, cuando las demás variables del modelo 
se mantienen constantes, consideradas estadísticamente. El signo de este coeficiente 
de correlación parcial es el mismo que el del coeficiente de regresión múltiple res- 
pectivo (b¿). En lenguaje estadístico, el coeficiente de correlación parcial se 
denomina de primer orden cuando se ha mantenido constante una variable, de segundo 
orden cuando han permanecido constantes dos, y así sucesivamente. Los coeficientes 
simples se llaman coeficientes de orden cero, puesto que ninguna de las variables se 
mantiene constante. 

Uno de los diversos criterios seguidos al estimar los coeficientes de^regresion 
parcial es el método de los coeficientes cero. En nuestro ejemplo (sección 13.5.3), 
las formulas referentes a los coeficientes de correlación parcial son: 



ryi-rygri2 



^yl.2 



y2.1 



yyg-ryxrxg 



*'l2.y 



, ''12'"'^yl^y2 
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Dado que, 

Ty^ - 0.1*25 , »^r^^ • 0,905 



Se tiene, 



Tyg - 0,960 , ''Hr^ - 0,280 



r^2 ■ 0,602 , /l-r^g " 0,798 

r , 0,'>2?-0.?60xo 602 , 

Vl.2 0.208x0.798 "'^'"'^ 

. 0. 960-0. U25X0 602 , 

1 0,905x0,798 "''"' 

. 0. 602-0. U25X0. 960 _ ,, 

12. y 0,905xo;2fló = ^'^^^ 



'•y2 



Como puede verse de los valores de las magnitudes estimadas la correlación bruta 
entre capturas (Y) y tiempo empleado en la pesca (X^) es ry^- 0,425. Eliminando el^ 
efecto de las variaciones de X^ (numero de anzuelos) de cada una de ellas, la relación 
disminuye materialmente hasta r j*"^»^^^ etc. 

13.5.13 Fiabilidad de los coeficientes de correlación parcial 

Para muestras tomadas de poblaciones normalmente distribuidas, la significación 
de un coeficiente de correlación parcial, es decir, el averiguar si un coeficiente de 
correlación parcial excede significativamente de cero, puede hacerse mediante la 
prueba t: 

t ■ ■ I ^* * * /n-p-2 , (p « orden de r...) 
/l-r^. . . 

Con los datos de nuestro ejemplo (sección 13.5.11), los valores calculados de t 
son: 

p/7 « 6,25510, significativo 

to " -T=f^í^/7 - 11,60939, significativo 

2 /l-0,975^ 

t « .. QtT66 y f , 3,152614 , significativo 

3 /l-0,766' 

El valor t tabulado es t^^^ ^^^ ^^ - 2,365: 

Asimismo, el transformador z (véase sección 13.2.1) puede emplearse tanto para 
estimar los limites de confianza para un coeficiente de correlación parcial poblacional 
(p...), como para contrastar la hipótesis de que H^: p. . . ■ p. . . (o) . 
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Y» por tanto, 

,r. • .^p» • •^ ^T • • • 

2. t - 

c 

Donde , 



Y, por tanto. 



o» 



». . • n*p-3 



etc. 



13.6 Regresión pollnomia 

En la sección 13.3 hemos limitado nuestro análisis de la regresión a las distri- 
buciones bivariantes en las que las curvas de regresión eran líneas rectas. Si la 
regresión no es lineal se la denomina curvilínea. El tipo mas sencillo de ecuación 
curvilínea es aquella en que una de las variantes es una función polinomia de la 
otra. 

y • a •»• bx. *♦■ ex? ■♦•...•»• Xx . 

Si la ecuación de regresión de y sobre x (o de x osbre y) es de esta forma, se 
tiene una regresión polinomia. Concretamente, si k-2 se tendrá una curva de segundo 
grado (parábola) con la ecuación de estimación: 

^c " * * ^'^i * c*i 
y si k"3, tendremos una curva de tercer grado, cuya ecuación estimante es: 

y - a ••• bx. ■»• ex? ••" dx? 

Cuando se trata de una regresión curvilínea, el coeficiente de correlación 
lineal, r^ , que es una medida del grado en que cualquier relación entre las 
variantes tiende hacia la linealidad, deja de ser una medida adecuada para la 
correlación. 

Para una curva de segundo grado, se necesita un sistema de tres ecuaciones 
normales (método de los mínimos cuadrados). 



Ik) : (1) ♦ (2)^ (3) 

(1) íy. « na ♦b^x.^c^x* 
i ^ i ^ i ^ 

(2) ly.x. - a¡x.^bíx*^c¡x» 

^11 1 ^ 1 ^ X 

(3) Zy.xJ - ajxj+bíxj+cíxj 
^11 1 ^ 1 ^ 1 
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El coeficiente de correlación estimado, R , es igual a la raíz cuadrada del 

coeficiente de determinación estimado R¿-, , es decir: 

yx 



yx 



• •»• /R' 



yx 



El coeficiente de determinación es, como antes, la relación entre la variación 
explicada y la variación total: 



yx 



« 1- 



(n->k->l)s^,x 



T 






Donde , 



,x - ^rírT\íyrí*pi^''I''iyi*''H^i)> 



es el error medio cuadratico. 

Para una curva de tercer grado se necesita un sistema de cuatro ecuaciones 
normales (método de los mínimos cuadrados) : 



(5) (1) *IZ) *l^) *lk) 



(1) 
(2) 
(3) 
(U) 



ly. - na ♦bjx. +cj;x?*dj;x» 

i ^ i ^ i ^ i * 

[y.x - aíx.*bíx»*cíx'+dixí 

i i^i*i^ 



Jy x| - aíx»*blx**cíx?*díx? 

i ^ 1 j 1 j 1 j 1 



Si ij^ - x^-x el sistema anterior de ecuaciones normales se reduce a; 

1 i 

,11 ^1.1 

ly xj . altj^cli^í 
^11 ^1^1 

Iy.¿> . bl*í^dí*j 
¿11 ¿1^1 



El coeficiente de correlación estimado, Ryx» *® igual a la raíz cuadrada del 
coeficiente de determinación estimado fi* : ^ 



Donde , 



y* yx 



yx 
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y^ ■ a-i-bx.-fcxí+dx? 

C 111 



Ej emplo 



Figura 13.6.1 



Los datos tabulados (Tabla 13.6.1) dan el numero total de unidades de redes de 
enmalle extraídas por UEP (día d^) y el promedio total de capturas (kg) por unidad 
de red de enmalle. Adaptar una curva de segundo grado a los datos empíricos y 
calcular el valor de R^^y (datos de un campamento de pesca del Lago Volta). 



Tabla 13.6.1 



Numero estimado de unidades de redes de enmalle extraídas 

por embarcación pesquera y promedio de capturas por 

unidad de redes de enmalle/dia en un campamento de 
pesca del Lago Volta 



Embarc . 
pesqueras 


1 


4' 


Xi-X 


ii^i 


*l 


n 


Observaciones 


1 
2 
3 
k 
5 
6 
T 
8 
9 
10 


5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

lít 


1,20 
1,60 
1,90 
2,10 
2,20 
2,15 
2,10 
1,92 
1,65 
1,28 


-••,5 
-3,5 
-2,5 
-1,5 
-0,5 
+0,5 
+1,5 
+ 2,5 
+ 3.5 
+ '*f5 


-5,1»0 

-5,60 

-1*,75 

-3,15 

-1,10 

+1,075 

+ 3,15 

♦ U,80 

+5,775 

+ 5,76 


20,25 

12,25 

6,25 

2,25 

0,25 

0,25 

2,25 

6,25 

12,25 

20,25 


1*10,0625 

150,0625 

39,0625 

5,0625 

0,0625 

0,0625 

5,0625 

39,0625 

150,0625 

1*10,0625 


(I«i - 95, ly. - 18,10) 

(1*1/1 " +0,56) 
i ^ ^ 

(Jik»yj - 12l»,Ul,5) 

di? - 82,50) 
i ^ 

([ij - 1208,6250) 

(¡y? - 33,9398) 
i ^ 




95 


18,10 





♦0,56 


82,50 


1208,6250 






í:9,5 


y:l,8l 



W X : unidades de redes de enmalle extraídas por día 

2/ y : pesca capturada (kg) por unidad de redes de enmalle extrafda/dia 
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Sistema de ecuaciones normales: 



(1) 


;>. - na*c[*? 


(2) 


pi*i - *>|M 


(3) 


l^i'l - *pí-pí 



Yy por tanto, 



(1) 
(2) 
(3) 



18,10 « 10a^82,50c 

0,56 « 82,50b 

12U,l|l45 « 82, 50a+1208, 6250c 



Ecuaciones de estimación: 

b - 0.0068 

10 18,10 



Y, por tanto. 



'82.50 12l4.M»5 12Ui».U5>l>»93.25 ^ ^, ^, 

^ "TÍO 62150 j ' 1206¿j5>¿&0¿,25 " ^^^'^^^ 

182,50 1208,625! 
a - 2,1984 
y « 2, 1984 + O, 0068 (x. -9, 5) - O, 04 7 1 (x . -9 , 5) ^ 



y - -2,1170 + 0,9017x. - 0,0471x? 



El coeficiente de correlación estimado viene dado por: 



/ yx 



Donde , 



R « -^ 
yx • y3 



yx 



— f|ñ^ 



■ '-itiTHl ■ »''"^ 
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Y, por tanto, 

R - 0,9973i/ 

13.7 RegresiSn de ecuaciones que hacen uso de transformaciones 

Se ha expuesto que uno de los problemas de la adaptación de curvas es el descu- 
brimiento de una relación precisa entre dos (o mas) cantidades. En algunos casos 
conviene convertir las lecturas, referentes a una o ambas variables, en una forma 
distinta. Las transformaciones de uso mas frecuente implican logaritmos, cantidades 
inversas, raices o potencias, y logaritmos de logaritmos. Frecuentemente, una 
transformación mostrara una relación lineal entre las dos series convertidas. 



13.7.1 La relación log y, log x ^' 

La ecuación de estimación es del tipo: 

b 



O bien. 



^c - *^i 



log y^ - log a+b(log x^) 



1/ Si el tamaño de la muestra de los valores bivariantes es grande, una- aproximación 

de la variancia estimada de R viene dada por: 

yx 

(1-r2 )^ 

'r n«2 
yx 

El intervalo de confianza estimado para R para un nivel de probabilidad dado 
es: ^^ 

R -t ss<R<R + t Ss 
yx a R yx a R 

Asimismo, las magnitudes paralelas estimadas R y sg pueden emplearse para 

contrastar la hipótesis de significación ^ referente a R.,^: 

y X 

|R -0| 

1^1 En biología piscícola, con cualquier juego de longitudes y peces, la relación 
suele ser de la forma: 

w • al (w«pe8o; 1 -longitud) 

O bien, 

log w ■• log a-^-b (log 1) 

Cuando el exponente es b^3, el animal se desarrolla sin cambio en forma o 
peso específico, es decir, isomiitr icamente • Entre los peces el exponente 
3 es la excepción, no obstante, se encuentran corrientemente valores entre 
2 y 3,5. 
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La relación representa una línea recta cuando ambas series se expresan en 
términos de logaritmos. 

Las constantes, log a y b, se obtienen resolviendo simultáneamente las 
ecuaciones normales: 



llL 



JJJL 
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(1) Ilog y. 
i ^ 



« nlog a ♦bjlog x. 



(2) ídog y¿)(log x^) « log aj^log x^-^bj^dog x^ ) ' 



£1 coeficiente de correlación estimado viene dado por: 

/ log X» 1< 



log y.log x 



'log y«log X 



)g x.log y 

2 

log y*log X 



(n-l)s? 



log y 



Donde , 



Y, por tanto , 



^íog y. log X ' ST^Íp^og yi)'-(log ajlog y.)-bí(log y.)(log x. 

(Ilog y.)^ 
^logy 'T^n^^-^yi^'-'-^—n > 



)} 



E j emplo 

La tabla que sigue (Tabla 13.7.1.1) da el numero total de anzuelos extraídos 
por UEP (x) en el lago L (día d^) y la pesca capturada (y : kg) . Adaptar una 
curva logarítmica a los datos empíricos y estimar el valor del coeficiente de 
correlac ion . 

Tabla 13.7.1 . 1 Numero de anzuelos extraídos por UEP (x) en el lago L 
(día, d^) , y pesca capturada (y : kg)i-' 



UEPs 


^i 

(no. ) 


yi 

(k«) 


log Xi 


log yi 


Observaciones 


1 


20 


1.0 


1.30103 


0,00000 


Idog y. )(log X.) - 7,76535 


2 


26 


l,i* 


I.U1U97 


0,lU6l3 




3 


3U 


2,0 


1,531U8 


0,30103 




U 


kk 


2,8 


1,61*3U5 


0,UU7l6 


Jdog X.)* - 23,6UU70 
i ^ 


5 


57 


3,9 


1,75587 


0,59106 


6 


7U 


5t5 


1.86923 


0,7U036 




7 


96 


7,7 


1,98227 


0,886U9 


Zdog y.)» - 3,07977 


6 


125 


11,0 


2,09691 


1,0U139 


i ^ 








13,59521 


u, 15362 





1/ Véase pagina 134, 
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Estimación de la ecuación de regresión: 
(3) ; (1) * (2) 



(1) X,153'^2 « 8 log a4.l3, 59521b 

(2) T,T6535 • 13,59521 log a*23,6i*l4TOb 

log a - -1,70075 ( o bien, log a - I, 29925) 

b « 1,30632 
log y • -1,70075 •«• 1,30632 log x. 



O sea. 



y • 0,0l992x? «^O^^^ 



El valor estimado del coeficiente de determinación es: 

r2 - 1 .5jl2£22Í . o 99999 

^log y. log X ^ 0,92320 0»99999 

El valor estimado del coeficiente de correlación es: 
log y«log X 

13.7.2 Relación log y, x 

Cuando se correlacionan los logaritmos de y con los valores de x, la ecuación 
estimante es del tipo-^^; 



O bien. 



log y - log a "*■ (log b)x^ 



y ■ ab 1^ 



Las ecuaciones normales son: 

L2J i ÜJ í ÍIL 



1) Ilog y. « n(log a) + (log bjjx. 
i ^ i ^ 



(2) j;(log y.)x. - log aí;x.-i-(log b)j;x* 
i ^ ^ i ^ i ^ 

\^/ Obsérvese que el modelo constituye una buena adaptación a los datos empíricos 
cuando los valores de x e y forman progresiones geométricas, v.g. 

... . m 1 ,30 

Y, por tanto, ^ v v 

«i. . -i « ... m JL m 1 ,40 

y, y^ • ^7 

2/ El modelo constituye una buena adaptación a los datos empíricos cuando los^ 
valores de y siguen una progresión geométrica y los de x están en progresión 
aritmética 
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El coeficiente de determinación estimado viene dado por; 



log y.x 



- i, ("-^)nog y. 



(n-l)B? 

log y 



Donde , 



log y. X 



¡572^?^-^°^ y¿)*-(log ajlog y^+log b^x^log y.)) 



£1 coeficiente de correlación estimado es: 



log y.x ''log y.x 



^/Ri, 



13.7.3 La relación y^xi/ 
Para esta relación la ecuación estimante es del tipo: 



X . 

1 



■ a + bx . 



Las ecuaciones normales son: 





(3) 


; 


(1) 


♦ (2) 


(1) 




s 


na 


♦dIx. 


(2) 


Vl^> 


■1 


i 


,*^ui 



£1 coeficiente de determinación estimado viene dado por: 



x/y.x 



(n-£)4/y^ 



Donde. 



y, por tanto, 



.2 . _L.{y(Ü)2_(.yÜ*by~)} 






•x/y n-l^JVi' n 



1/ El modelo constituye una buena adaptación a loa datos empíricos cuando los 
valores da las variantes x. y x./y. forman progresiones aritméticas 



UJl 



FIFS/TiaS 



El coeficiente de correlación estinado es: 
x/y.x " / x/y.3c 



13,7,4 La relación - ^x 

Respecto a esta relación, la ecuación de estimación es: 

— - a ♦ bx. 
^c 



Lat ecuaciones normales son: 



(1) 
(2) 



(3) i (1) t (2) 



^{M - „a ♦¡Xj 



i ^i 



l/^) . .Ix^^.pa 



etc. 



13.7.5 Empleo de transformaciones en la regresiSn curvilínea múltiple 

Sirviéndose de logaritmos, valores inversos, raíces, potencias, o cualesquier 
otras funciones de los valores de una o mas de las series, puede dar como resultado 
el que una relación no lineal se convierta en lineal. A continuación se dan ejemplos 
de varios tipos de ecuaciones de estimación. 



^c " •*h*ii**2^''« ''ai 



,r^b„x. 



y . .♦b^-^„g.2^ 



log y - •♦*i«ii**2X2i 



etc. 
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Figura 13. T. 5.1a 





Figura 13.7.5.1b 



c a-í-bx 




Figura 13.7.5.1c 



Figura 13.7. 5. Id 



c a^bx^cx 



Figura 13.7. 5. le 



ULa. 



riPS/T135 




y^ « a-fb log X 




Figura 13.7-5-2a 



Figura 13.7.5.2b 



log y^ * a-t-b log X 




Figura 13.7.5.2c 



log y ■ a+bx+cx' 




Figura 13.7. 5. 2cl 



log y " a+bx^cx^-i-dx' 
c 




«•igura 13.7. 5.2e 
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_A^ 



log y ■ a+b(log x)'«-c(log x)* 




Figura 13. T. 5. 3a 



log y » a-t-bdog x)+c(log xj^-fddog x) 




Figura 13.T.5.3b 



log^ y^ . a^- 



Figura 13.7. 5. 3c 



log y « a ^c log X 




Figura 13.7. 5. 3d 



Curvas que corresponden a algunos de 
los tipos de funciones matemáticas 
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u. metodología de las series cronológicas de pesca 

í ^ • 1 Introducción 

El análisis de regresión» descrito en el Capitulo 13, constituye una exposición 
estática de la relación existente entre las variables aleatorias de la encuesta. La 
ventaja principal de este método consiste en que, al aplicar técnicas estadísticas 
apropiadas a los datos empíricos, permite estimar la influencia de las variables 
independientes sobre la variable dependiente. Pero los factores que influyen sobre 
la variable dependiente pueden también ser estudiados de una manera dinámica, compa- 
rando las variantes de la encuesta durante un período de tiempo que incluye momentos 
sucesivos. Este capítulo tiene por objeto exponer algunos métodos estadísticos que 
describen las series cronológicas. Concretamente, en el campo de la investigación 
pesquera aplicada, una de las principales razones para tratar de describir las series 
cronológicas mediante modelos matemáticos, es con idea de predecir o pronosticar el 
comportamiento de la serie. 

14.2 La introducción del factor tiempo como variable explicativa 

Uno de los principales problemas en la esfera de los estudios estadísticos 
pesqueros en aguas continentales africanas, es el de formular pronósticos o conje- 
turas, si no correctos al menos aceptables sobre futuros cambios en las magnitudes 
dinámicas (capturas, etc.). Al tratar de resolver este problema, resulta necesario 
analizar los datos a lo largo de un cierto período de tiempo. Los datos que se 
refieren a cambios durante un determinado período de tiempo constituyen una serie 
cronológica. Conviene tener presente que las fluctuaciones de una magnitud 
dinámica no son totales matemáticos que varían con arreglo a un esquema regular 
sino que son el resultado neto de muchos factores que operan con un sistema ponde- 
rante desconocido. 

14.3 Tendencias basicasl / 

En una industria pesquera, las tendencias básicas o seculares de una magnitud 
dinámica pueden definirse como la tendencia subyacente de aumento o disminución 
durante un período de años. Desde el punto de vista estadístico no todas las 
tendencias básicas son del uiismo carácter: 

1. A veces, la tendencia predominante sera una magnitud constante de 
crecimiento (que estaría representada por una recta en una escala 
aritmética) . 

2. A veces, sera un porcentaje de aumento constante (que aparece 
como una línea recta en un papel semilogar itmico) 



A veces, la tendencia característica tiene su mejor descripción 
en la curva "logística" o en "S". 



Otras veces, resulta ser una combinación de tipos o una curva 
irregular especial. 



\^/ En el campo de la estadística económica, los movimientos de las series crono- 
lógicas se distinguen por tendencia básica o secular, periódica o estacional, 
cíclica e irregular. Para nuestro proposito se consideran las tendencias básicas 
de las series cronológicas pesqueras, así como la correlación de las series. 
Para el estudio de las series cronológicas económicas véanse: 

Davis, T.H. (1941): The^ Analysis of Economic Time Series, Covles Commission for 
research in económica. Monograph No . 6 , Principia Press Inc • , Bloomington , 
Indiana. 

Cunnyngham, J. (1963): The Spectram Analysis of Economic Time Series. U.S. 
Dept. of Commerce, Bureau of the Census, Working Paper No. 14, Washington, D.C. 
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Conviene observar que si en el pasado se han establecido con carácter definitivo 
ciertos movimientos de tendencia» y, aparentemente» no existe motivo para un cambio 
radicalj»^ estadísticamente esta justificado que se proyecte hacia el futuro, por uno 
o dos anos» la misma curva que hasta entonces regia. 

^^•3.1 Tendencia básica 1; La Línea recta 

Al adaptar una tendencia, ante todo es esencial representar gráficamente los 
resultados, ya que este es el mejor modo de poner de relieve los movimientos. Como 
la cosa mas esencial que hay que saber en la adaptación de tendencias es la forma 
general que deberá asumir la curva de crecimiento, se han puesto a punto modelos 
estadísticos. Mediante uno de tales modelos el investigador puede, por ejemplo, 
indicar que en un momento dado una serie muestra una cierta relación o una cierta 
magnitud de crecimiento por año y que, si esa tendencia continua, llegara a 
alcanzar cierto valor en algún momento especificado del futuro. 

La curva mas sencilla es la línea recta, que puede expresarse por una ecuación 
del tipo: 

y - a ■♦• bt . 



en la cual t (años) es la variable independiente e y^, 
la variable dependiente. 



el valor de la tendencia de 



El método de los mínimos cuadrados proporciona un recurso adecuado para lograr 
una objetiva adaptación de una curva de tendencia rectilínea, a una serie de datos 
empíricos. Según se ha explicado en al Capítulo 13, el método de los mínimos 
cuadrados es un artificio matemático que establece una línea a través de una serie 
de puntos de un trazado, de modo tal que la suma de los cuadrados de las desviaciones 
de los puntos efectivos, por encima y por debajo de la curva de tendencia, sea mínima. 
En cuanto a la línea adaptada, los valores de a y b pueden calcularse resolviendo 
simultáneamente las ecuaciones normales: 



12L 



(1) ♦ (2) 



(1) 

(2) 






na 



*bít. 
i ^ 



i ^ i 



Las transformaciones que exige el' calculo de los valores de a y b pueden 
simplificarse si el origen de t se toma en el primer año (tQ-0). 



Ejemplo 

Los datos tabulados (Tabla 14.3.1.1) dan la captura total anual, en toneladas 
métricas, durante el período de llenado de un lago artificial. Preparar el gráfico 
respectivo y obtener una adaptación objetiva a la serie de datos empíricos. 



U2 
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Tabla 14.3.1.1 



Captura total anual» para loa primeros 
ocho anos del período de llenado de un 
lago artificial (datos hipotéticos) 



Afío 


ti 


yi 

(ton.mét.) 


Observaciones 


1965 
1966 
1967 
1968 
1969 
1970 
1971 
1972 



1 
2 
3 
k 

5 
6 
7 


500 
800 
1200 
1500 
2000 
2i*00 
3000 
3600 


{Jt^y^ * 70900} 

íltj . lUO} 
i ^ 

í(ít. )(Jy. ) - U2OOOO} 
i ^ i ^ 

ít - 3,5. y - 1875} 




28 


15000 





nZt^y^.(Jt.)(Iyj) 



8x70900~U20000 

éiilo.{2é)^ 



•^^n^P « 1*38,10 ton.mgtricas 



Conviene observar que "b" es la pendiente de la linea y expresa el grado de 
aumento en la tendencia (438,10 toneladas m.) cada año. 

a • y-bT - 1875-438,10x3,5 - 341,65 

y^- 341 ,65-»-438,10t 

Si las demás cosas continúan lo mismo, la cantidad de pesca capturada que se 
espera para los anos 1973 y 1974 seria: 

y . • 341,65+438,10x8 • 3846,45 toneladas métricas 

y « 341 ,65-»-'438, 1 0x9 • 4284,55 toneladas métricas 




1965 1966 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973 197** Años (t) 



Figura 14.3.1.1 



FIPS/TI35 



143 



14.3.2 Tendencia básica 2; Curva de segundo grado 

Cuando a la ecuación correspondiente a una línea recta se añade una tercera 
constante» se obtiene la curva de segundo grado que tiene un encorvamiento. Debido 
a esta encorvadura, la pendiente de la curva de segundo grado cambia continuamente. 
Si se adaptan a una serie cronológica porciones de esta curva, puede resultar con 
pendiente hacia arriba o hacia abajo (o hacia arriba en una parte y hacia abajo 
en otra) y puede ser concava hacia arriba o hacia abajoi-'. 

La ecuación de segundo grado viene dada por: 
y - a + bt . + ct? 

■^C 11 

Dado que en la curva de segundo grado estamos operando con tres parámetros 
(estadísticos) y se necesita un sistema de tres ecuaciones normales: 

(k) ; (1) * m* (3) 



(1) 
(2) 
(3) 



ly - na +bít +0^» 
i i i 

Ty.t. * ayt.+bytí+cTt? 
rxi íri 'ti r i 
1 111 



de años (t - 0), las tres ecuaciones normales anteriores resultan: 
o 



Si el origen de t puede tomarse en el centro del ano, o entre los dos centros 
las tres ecuac: 

¡y. - nafc^t? 
1 ^ 1 ^ 

1 ^ ^ 1 -^ 
yy.t? . ayt? ^cTt'; 

r-^i 1 r 1 r 1 



Ejemplo 

La tabla que sigue (Tabla 14.3.2.1) contiene el numero de embarcaciones pes- 
queras activas en el lago L durante el periodo 1965-1973. Preparar el cronograma 
respectivo y adaptar una curva de segundo grado a los datos empíricos. 



\^/ Mientras que la recta indica una magnitud constante de aumento o disminución, 
la curva de segundo grado implica magnitudes crecientes o decrecientes del 
aumento o disminución 
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Tabla U.3.2.1 



Nunero de embarcaciones pesqueras activas en 
el lago L durante el período 1965-1973 



datos hipotéticos - 



Ano 


ti 


Nüm.de embar, 
oesaueras ^i 


Observaciones 


1965 
1966 
1967 
1968 
1969 
1970 
1971 
1972 
1973 


-3 
-2 

-1 

1 
2 
3 
U 


5200 
U600 
6100 
6600 
6U0O 
6200 
8600 
8300 
7100 


(ItJ . 60) 
i ^ 

(ItJ - 708) 
i ^ 

(Zy^tj » 23300) 

(lyi^J - 38U500) 

i ^ ^ 







59100 





sistema de ecuaciones normales: 

(1) 59100 « 9a-»-60c 

(2) 23300 « 60b 

(3) 38U5OO » 60a-i'708c 
^ . 2|100 . 303^33 

(1) 59100 « 9a^"60c 

(2) 38U500 « 60a-»-35Í*c 



Resolviendo simultáneamente el sistema de ecuaciones que antecede» se tiene: 
a « 6772,32 c - -30,85 



9000 



5; 8000 




1965 1966 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973 

Figura 14.3.2.1 



Años (t) 
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14.3.3 Tendencia básica 3; Curva de ínteres compuesto (exponencial ) 

Diferentes grados de crecimiento dan origen a curvas de formas muy diversas^ 
pero la tendencia llamada de interés compuesto se reconoce fácilmente porque cuando 
se representa gráficamente en un papel semilogarítmico , en tal papel aparece como 
una línea recta: 

t.. 
y - ab ^ 



O bien. 



log y^ 



log a "»- ( log b) t . 



Una curva de este tipo indica una razón constante de cambio y, por lo tanto, un; 
razón constante de cambio en la magnitud del cambio. Concretamente, si b es un 
numero positivo mayor que la unidad, la tendencia es hacia arriba y el grado de 
cambio que se experimenta supone un porcentaje constante de aumento. Si b es un 
numero positivo menor que la unidad, la tendencia es hacia abajo y la magnitud de 
cambio muestra un porcentaje constante de disminución-i-'. 

La curva de interés compuesto se adapta por el método de los mínimos cuadrados, 
tomando logaritmos en vez de operar con los datos efectivos. El sistema de ecua- 
ciones normales viene dado por: 



ÜL 



JJJL 



ill 



(1) [log y^ « n(log a) ♦(log h)lt^ 

i 

¡2) Idog y.)t. - (log a)j;t^ + (log b)[t^ 



E j empl o 

La tabla siguiente (Tabla 14.3.3.1) da el numero de garlitos (trampas) utilizados 
en un nuevo lago artificial durante el período 1967-1971. Sirviéndose de papel 
semilogarí tmico , preparar el cronograma respectivo y adaptar una curva semi logarítmica 
a los datos empíricos. 



Tabla U.3.3.1 



Numero de trampas o garlitos utilizados en un nuevo 
lago artificial durante el período 1967-1971 



Ano 


^i 


yi 

tramp . 


log yi 


Observac iones 


1967 
1968 
1969 
1970 
1971 


-2 

-1 


1 
2 


62 
180 
115 
190 
h55 


I.792U 
2,2553 
2,0607 
2,2788 
2,6580 


{[t* . 10) 
i ^ 

{j;t.{iog y.) - 1,751*7} 
i ^ ^ 








11^0U52 





U A veces se encuestran datos que, trazados sobre papel semilogarí tmico , continúan 
mostrando curvatura, que puede ser concava hacia arriba o hacia abajo. En tal 
caso se puede adaptar una curva de segundo grado a los logaritmos de los valores 
de y- ^ ^2 



t. tí 
y • ab c 



o bien, log y « 



log a'fdog b)t^+(log c)t? 
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Sistema de ecuaciones normales (^t.»0) 



Jlog y^ « n(log a) 



Jdog y.)t. • (log b)Jt* 



Y, por tanto. 



O bien, 



O sea, 



O sea, 



log a - üi^Üll . 2, 



2090 



a « 161,8080 

log b - ^^4o^ " O'^'f^UT 

b • 1^U979 

log y^ « 2, 2090*0, lT5Í4Tt^ 

y « 161^8080 (l,U9T9^i) 



Estimar el numero esperado de trampas que han de utilizarse en el aflo 1972: 
log y^/72 ■ 2,2090-í-O, 17547x3 « 2,73541 



Y, por tanto. 



y IJ2 ■ 5^^ trampas 



60 

o 



O) 

«O 

a 

u 



0) 

no 



S 
9S 




1967 1968 1969 1970 1971 1972 Anos (t) 



Figura 14>3>3.1 
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14.3.4 Tendencia básica 4; Curva exponencial modificada 

Durante periodos de tiempo» las series cronológicas no es probable que muestren 
ni una magnitud constante de cambio» ni una razón o porcentaje constante de cambio. 
Una magnitud objeto de encuesta puede experimentar a lo largo del tiempo» primero 
pequeñas ganancias» luego aumentos relativamente grandes y mas tarde» de nuevo» 
pequeñas ganancias. Las curvas de tendencia que propenden hacia una forma de **S**» 
se suelen denominar curvas dobles o curvas S. 

La curva exponencial modificada no solo describe una tendencia en la cual la 
magnitud de crecimiento declina a razón de un porcentaje constante» sino también 
que la curva se aproxima a un límite superior llamado asíntota: 

t . 
y « k + ab ^ 

Esta curva tiene tres constantes: k» la asíntota; a» la distancia entre el 
valor de y^ cuando t « O y la asíntota; y b» la razón entre las sucesivas primeras 
diferencias. Por lo tanto» para su adaptación se necesitan tres ecuaciones. Esto 
se obtiene dividiendo los datos empíricos en tres secciones iguales» totalizándose 
luego los valores de y para cada sección. Si Ij» £2» ^3» ^^^ ^^^ respectivos 
subtotales calculados (por sección)» los valores de las constantes en las ecuaciones 
se estiman mediante las formulas-l' : 

b-l 






E.I^-Z? 



^ ■ i'qir^' 



donde n es el numero de anos en cada sección. 



Ej emplo 



La tabla siguiente (Tabla 14.3.4.1) indica las capturas por esfuerzo unitario 
de la pesquería de canoas en el lago L durante el período 1968-1973. Utilizando 
los datos empíricos» preparar el respectivo cronograma y adaptar una curva expo- 
nencial modificada. 



\^l La ecuación no se obtiene por el método de los mínimos cuadrados» pero esta 
adaptada de modo tal que los tres totales parciales de los valores de 
tendencia son iguales a los de los datos originales 
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Tabla 14.3.4. 1 Capturas estimadas por esfuerzo unitario 
(Ib/canoa/d la) de la pesquería, a base 
de canoas, del lago L durante 1968-1973 



Anos 


t 


y 

(ib/canoa 
/día) 


^i 


y 

incremento 


Ai) 

del precedente 
incremento 


1968 
1969 


1 
2 


í»0 
56 


1, -96 


'Í6 


• • • 
« • • 


1970 
1971 


3 
k 


68 
77 


Eg " I"»? 


12 
9 


75 
75 


1972 
1973 


5 
6 


81t 
89 


E3 - 173 


7 
5 


78 
77 



'■ ■ tíf# - o."^" 



Y, por tanto. 



b « /oTTnT » 0,7559 

* • |ot57i&h"^(^^5-96) - .65,1111 

^ ' l^ffTlTfriílí?' * 105,1667 Ib/canoa/día (valor d 
y = 105,l667-(65,llll)(0,7559)*i 



e asíntota superic 



Estimar el valor esperado de y para el ano 1974: 

y^/^^ - 105, 1667-(65jni)(0. 7559)' 

- 105,1667-65,1111x0,1410 - 95,9860 Ib/canoa/día 




1968 1969 1970 1971 1972 
Figura 14.3.4.1 



(f.) 
1973 197^ Años (t) 
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1 A . 3 . 5 Tendencia básica 5: Curva de GotnpertzJ L/ 



Por supuesto no hay limite en el numero de clases de tendencias que pueden 
existir. La curva de Gompertz describe una serie en la cual los valores de la 
tendencia mostrarían una razón de aumento declinante, pero dicha razón no disminuye 
en una cantidad constante ni según un porcentaje constante. Asi pues, describe 
una tendencia en la cual los incrementos de crecimiento de los logaritmos declinan 
según un porcentaje constante. La ecuación correspondiente a la curva de Gompertz 
es : 

Ve • ^^ 

que puede escribirse en forma logarítmica como: 

t . 
log y^ - log k+ (log a)b 

Esta curva (así como la curva exponencial modificada de que se trató en la 
sección 14, 3. A) tiene una asíntota superior e inferior. 

Empleando la notación de la sección 14.3.4, las formulas para estimar las 
constantes de la ecuación son: 



^ 2: (log y)--l^{log y) 
' ' Egdog y).2:^(log y) 



b-1 



log a « ^ °'^ ^{lAlog y)-i:,(log y)} 
(b"-l)2 2 1 



log k . j^ 



' ^^(log y)l3(iog y)-{l^(ioB y)}^ 
Z^dog y)H¡-I^(log y)-2Z2(log y) 



Ej emplo 

En la tabla que sigue (Tabla 14.3.5.1) pueden verse los datos muéstrales de 

capturas trimestrales en un lago artificial L, deducidos de los totales anuales. 

Preparar los cronogramas respectivos y adaptar una curva de Gompertz a los datos 
empíricos . 



J[/ Véase también, G.P. Bazigos: Yield índices in Inland Fisheries with Special 
Reference to Volta Lake, St.S./3, FIO/SF/GHA/10, Septiembre 1971 
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Tabla 14.3.5.1 Capturas estinadas (toneladas métricas) en el lago 
artificial L, en función del tiempo 



Año 


Trimestre 


yi 

Totales 
anuales 


log yi 


Observaciones 


1965 


1 
2 
3 
1« 


2772 
255'* 
2261» 
1618 


3.U28 
3.i»072 
3;35i»9 
3,2090 


r^dog y) - 13,1*139 


r^dog y) 


• • • 


• • • 


13.'»139 




1966 


1 
2 
3 
U 


3181 
3901 
li6U2 
1*116 


3,5026 
3r5912 
3,6667 
3,6ll»5 


ígdog y) - l'»,3750 


Zgdog y) 


• • • 


• • • 


lí*,3750 




1967 


1 
2 
3 
k 


5688 
5927 
6051 
5968 


3,7550 
3,7728 
3,7818 
3,7758 


E^dog y) « 15,0851* 


íjdog y) 


• • • 


• • • 


15,0851» 





U, 3750-13, U39 ^'^^^^ 
Y, por tanto, 

log b « ^log 0,7392 « -0,03281 
Y, por tanto, 

b « 0,9272 

log a «-^|^(il4, 3750-13, i*139) - -1^0289 

Y, por tanto, 

a « 0,09356 

^^^ ^ Tr43.Ul39^15,085l*-2xlt,3750^ '♦^ZT'+b 
Y, por tanto, 

k « 18819 ton. métricas (valor de asíntota superior) 
log y^ « 14,271*6-1, 0289(0, 9272^i) 
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Cuando a<0 
y b<l 




Cuando a<0 

|y b>l 



k-»-a 



O O 



Cuando a> 
y b<l 




k4a 


y 







Cuando a>0 
y b>l 



Cuatro formas de la curva exponencial modificada y « k -♦• ab 



t . 

1 



Cuando log a<0 
y b<l 









"^(M 



(*) 



Cuando log a<0 
y b>l 



Cuando log a>0 
y b<l 



Nv (•) 









(•) 


y 







Cuando log a>0 
y b>l 



Cuatro formas de la curva de Gompertz, y 



ka 



b^i 



Los valores 



verticales señalados con asterisco (*) son antilog (log k + log a) 



152 



FIPS/T135 



J 4. 4 Correlación de series cronológicas pesqueras 

En la esfera de la investigación pesquera aplicada, el problema de la correlación 
de las series cronológicas surge en los dos casos siguientes: 

1. Se conocen regularmente, o se puede disponer regularmente de datos 

de períodos de referencia especificados (anuales, trimestrales, etc.)» 
por una serie (variante x) . antes que los datos correspondientes de otra 
serie (variante y) estrechamente relacionada con aquella. En tal 
situación, si la correlación es alta, se^podría llevar a cabo una 
estimación útil para la serie que no esta disponible tan rápidamente . 



2. 



Una serie cronológica (variante x) puede avanzar respecto a una 
segunda serie (variante y) , y por lo tanto puede emplearse para 
pronosticar la segunda serie. Cuando tal situación se produce, 
se dice que la primera serie "aventaja" a la otra. Asimismo, 
la serie que avanza menos, se dice que se "retrasa" respecto a 
la mas rápida. 



n el Lago Volta (Ghana) se obtuvo una relación avance-retraso, 
ntre alcalinidad total y captura total anual estimada. La serie 
elantera o dominante era la alcalinidad total y la serie que se 
ba retrasando la captura total^anual-L/ . En el Lago Kainji 
Nigeria), se obtuvo una relación avance-retraso, entre las 
apturas por unidad de esfuerzo (encuesta con redes de enmalle 
xperimentales) » y la captura anual total estimada. La serie 
ominante fue la captura por esfuerzo unitario y la serie retrasada 
ue la captura anual total^'. 



E j emplo 

La tabla siguiente (Tabla 14.4.1) da la captura anual total estimada (x) y la 
captura comercial totali-/ (y) en el lago L a lo largo del tiempo. Estimar la 
ecuación de regresión de y sobre x, así como el valor esperado de y para el ano 
1971. 



Tabla 14,4.1 



Captura anual total estimada y captura comercial 
e'n el lago L en función del tiempo 



Ano 


ti 


xi 

(capturas] 


yi 

(captura 
comercial) 


Observaciones 


1965 
1966 
1967 
1968 
1969 
1970 
1971 


1 
2 
3 
U 
5 
6 
7 


1020 

1010 

1050 

96o 

920 

950 

1080 


900 
930 
9U0 
870 
820 
870 
• • . 


6 6 
( I X - 5910. 1 y. ' 5330) 
i«l ^ i-1 ^ 

6 
( 1 3c.y,- - 5260U00) 
i-1 ^ ^ 

6 6 
( I xj « 5833500. 1 yj - Í47UU700) 
i-1 ^ i-1 ^ 

<x - 98J,00. y - 888,33) 






6990 


(5330) 





J[/ G.P. Bazigos: Yield índices in Inland Fisheries with Special Reference to 
Volta Lake, St.S./3. FIO/SF/GHA/10 . Septiembre 1971 

2/ G.P. Bazigos: Recent Trends in the Yield Pattern of Kainji Lake, 
St.S./3. UNDF/SF/NIR/24. Abril 1974 

¿/ La captura comercial es la cantidad de pescado capturado que entra en el cauce 
comercial 
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Coeficiente de correlación lineal estimado» r„„ : 

xy 

6x;>26qUQQ>5910x5330 



^*y " •^(6x5833500-5910*) (6x1*71* ^♦700-533oM 



0,9^1*5 



Regresión lineal estimada de y sobre x: 
y » a+tox 



. . 6x5260U00-^?10x?^30 . g ^ 
(6x5833500-5910') "f^^J-^ 



El valor de b- 0,8519 estimado indica que, como promedio, de 1000 toneladas 
métricas de pescado capturado anualmente, pasan al cauce comercial 852: 

a • 888,33-0,8519x985,00 - 49,209 

Y, por lo tanto, 

y - 49,209 + 0,8519x. 
■^c • * X 

La captura comercial estimada para el año 1971: 

y^/ri * **9, 209+0, 8519x1080 « 969^261 ton.met. 
Ejemplo ^' '-*• 

En el lago artificial L, existe una relación avance-retraso en los movimientos 
de las dos magnitudes paralelas siguientes: capturas por esfuerzo unitario (encuesta 
con redes de enmalle de carácter experimental, variante dominante x) y captura anual 
total (encuesta de evaluación de capturas, variante retrasada y)^ El promedio de^ 
diferencia de tiempo avance-retraso, entre las dos series cronológicas, es de un año.- 
Sirviéndose de los datos tabulados (Tabla 14.4.2) estimar la ecuación de regresión 
de y sobre x y la cantidad de pescado que se espera que se capture para el ano 1974. 

Tabla 14.4.2 Valores estimados de dos magnitudes paralelas 
en función del tiempo 



Variante x 
(kg/CUE) 


Variante y 
(ton.mét./ 

.captura) 


Observaciones 


Año 


ti 


Ibs 


Año 


*i 


D. tona 


1968 
1969 
1970 
1971 
1972 


1 
2 
3 
1» 

5 


80 
100 
70 
60 
55 


1969 
1970 
1971 
1972 
1973 


2 

3 
I4 
5 
6 


5000 
6100 
1*200 
3500 
3100 


2 6 

( I X. - 365, 1 y. ' 21900) 
i-1 ^ i-2 ^ 

{ 1 x.y. =» I68I.50O) 
i-1, 2^ ^ 

5 6 
( [ X? » 27925, I y? - 101710000) 
i-1 i-2 ^ 

(x - 73,00. y - 1*380) 


1973 


6 


i»6 


197 »• 


7 


... 






í»13 






(21900) 
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Coeficiente de correlación lineal estimado^ r 



xy 



5X168U500-365X21900 



^^ «^(5x27925-365* ) (5X1O1T1000O-219O0* ) 



0,9968 



Regresión lineal estimada de y sobre x: 
y « E'fbx 

„ ^X168U^00-?65X21?Q0 . ^ 

(5x27925-365') ^í»"^ 

a - Í4380-67.03>'73 « -513,19 

y^ « -513. 19*67, 03x 



Captura que se espera para el ano 1974: 



yc/74 



-513,19 + 67,03x48 « 2704,250 ton .tné tricas 



14.5 Ecuaciones de estimación múltiple 

A veces, es conveniente expresar la relación existente entre mas de dos variables 
a lo largo del tiempo, mediante una ecuación de estimación múltiple. Por ejemplo, 
en el Lago Nasseri-^ se vio que, basándose en resultados anuales, los cambios en 
desembarques comerciales totales (variante y), estaban altamente correlacionados 
(positivamente) con los cambios en el numero total de embarcaciones pesqueras 
(variante x^) y con los cambios en la extensión superficial total del lago 
(variante X2). Se estableció un modelo (lineal) de regresión múltiple, de 
desembarques comerciales sobre embarcaciones pesqueras y extensiones superficiales 
del lago. 

Concretamente, con objeto de evaluar la linealidad del modelo, se estableció 
la matriz de correlación. La tabla que sigue (Tabla 14.5.1), proporciona los 
coeficientes de correlación lineal estimados, entre los pares de variables objeto 
de es tud io . 



Tabla 14.5.1 



Matriz de correlación 





y 


«1 


^2 


y 


^y 


« 1,000000 


""yxi ■ 0»98997U 


^yx2 " 0»999018 


*i 






r ^ - 1,000000 
^1*1 


Fjj^xg ■ 0,982728 


X2 








r^ ^ • 1,000000 

XgXg 



Empleando el método de los mínimos cuadrados (véase Capítulo 1 )» se obtuvo una 
adaptación objetiva del modelo matemático de tendencia a la serie da datos empíricos. 
La ecuación múltiple estimada fue: 

y^ - -1045,68 + 1 ,3843Xj¿ + 1 ,844 9x2 ^ 



T7 G.P. Bazigos: The Yield Pattern at Lake Nasser (A.R. of Egypt) , St.S./l, 
UNDP/SF/EGY/66/558, Septiembre 1972 
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15. índices de producción (COSECHA) PESQUERA 

15.1 Introducción 

Los índices de producción pesquera pueden considerarse como un simple método 
estadístico para reflejar cambios» en el espacio y en el tiempo, de las capturas 
totales obtenibles a partir de pesquerías continentales. 

El índice estimadoi./ puede servir» entre otras cosas, de indicador para la 
medición de cambios en la abundancia de peces a lo largo del tiempo (véase sección 
1 5.2.4). 

15.2 Construcción del índice 

Entre los problemas que surgen al construir el índice, figuran: 

1 . La población de especies 

2. Selección de la base 

3. El método de combinar los datos 

15.2.1 La población de especies 

En primer lugar, un numero índice de producción pesquera en aguas continentales 
deberá, necesariamente referirse a un grupo dado de especies importantes desde el 
punto de vista comercial (grupos de especies). No obstante, es preciso reconocer 
que, a la larga, tal conjunto de especies comercialmente importantes no constituye 
una lista fija (concretamente en los lagos artificiales), y esta inconsecuencia 
aparece casi universalmente en otras clases de pesquerías. Cuanto mis extenso 
sea el campo de las especies que interesen, mayor sera la probabilidad de 
di screpancia . 

Vale la pena introducir una terminología especial, a fin de subrayar la 
importancia de la mencionada situación: 

1. Totalidad de especies: se refiere a todas las especies 
comercialmente importantes (grupos de especies), de los 
diversos periodos de tiempo O, 1, 2, etc. 

2. Especies binarias: se refiere a las especies (grupos 
de especies) halladas en ambos de los dos períodos 
especificados O y 1. 

3. Especies únicas: se refiere a las especies (grupos de 
especies) hallados en cualquiera de las dos listas de 
una comparación binaria, pero no en ambas. 

De lo dicho se deduce que ni las "especies binarias'* ni las "especies únicas** 
pueden ser especificadas respecto a un período dado hasta que no se establezca 
comparación con un segundo período también dado. 



\^l Este método ha sido ideado por el autor y aplicado con éxito en el campo de 
"" la investigación pesquera aplicada en aguas continentales africanas: G.P. 
Bazigos - Yield índices in Inland Fisheries with Special Reference to Volta 
Lake, St.S./3, FIO/SF/GHA/ 10 , Septiembre 1971; G.P. Bazigos - Yield índices 
at Lake Tanganyika (Burundi), Working Paper No. 2, UNDP/SF/BDI/70/508 , 
Septiembre 1973 
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A titulo de ejemplo indicaremos que» en el Lago Volta (Ghana)» una encuesta 
de evaluación de capturas (EEC) , compilo datos de captura por especies» o grupos 
de especies, referentes a 16 especies comercialmente importantes» manteniéndose 
fija en el tiempo la población de especies. No obstante» el análisis de los 
resultados de la encuesta puso de manifiesto que» de las dieciseis especies 
registradas» siete de ellas comprendían» aproximadamente» el 80 por ciento de 
la captura total, y que estas especies eran las mas importantes desde el punto 
de vista económico. Dichas especies figuran en la Tabla 15.2.1.1 que sigue. 
Se decidió que la cobertura de especies del índice se limitara a las siete mas 
importantes y al grupo "otras". 



Tabla 15.2.1.1 



Cobertura de especies del índice de 
producción (Lago Volta) 



Especies 


(Grupos de especies) 


Clave 


Nombre 


1 


Lates 


2 


Tilapia 


3 


Labeo 


A 


Hidroci6n 


5 


Álestes 


6 


Citarinos 


7 


Dis t icodos 


8 


Otras 



15.2.2 Selección de la base 



Independientemente 
secciones que siguen)» e 
ciento» con el cual comp 
es un período normal por 
gadas. La elección del 
ejemplo» en los lagos ar 
un período de transición 
Ademas, en los embalses 
nivel de productividad, 
inundada» pero cuya dura 
relativamente poco y pro 
se estabilice la product 
debido puede obtenerse m 
magnitud investigada» en 
dades de un período anua 



de la formula empleada para combinar 
s corriente elegir cierto período de 
arar los otros números índices. Un 
lo que respecta a movimientos de las 
período básico apropiado no siempre 
tificiales, el llenado del embalse de 
» y no puede contribuir en modo algún 
recientes existe» quiza durante uno o 
Esto se debe a fitobiomas resultant 
cion es un puro destello en la vida d 
bablemente no afecta gran cosa al niv 
ividad del embalse. En tales casos» 
ediante un cuidadoso estudio de las f 
función del tiempo. En el Lago Vol 
1 normal estaban presentes en 1970-1-'. 



los datos (véanse 
tiempo como 100 por 
buen período de base 

magnitudes investi- 
es tarea fácil. Por 
bera considerarse como 
o al período de base. 

dos anos» un elevado 
es de la vegetación 
el embalse. Dura 
el a que finalmente 

el período básico 
luctuaciones de la 
ta» todas las propie- 



15.2.3 Datos para los índices 

El material a partir del cual se preparan los índices de producción es la 
estimación muestral de la EECl./. Con arreglo a este método» puede evaluarse la 
precisión de los índices estimados. Ademas» resulta posible inferir si las 
variaciones observadas en los índices estimados se deben a fluctuaciones de 
muestreo, o si efectivamente reflejan cambios reales de las magnitudes objeto 
de estimación. 



y 



El llenado del embalse ^e llevo a cabo durante el período 1964-1968 y el 
sorpresa" debido a peculiaridades del nuevo embalse» fue el ano 1969. 



'ai 



G.P. Bazigos: The Design of Fisheries Statistical Surveys 
FAO FÍ8h»Tech.Pap. » FIPS/T135» Mayo 197A 
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15.2.4 índices de producción definidos 

A fin de satisfacer las demandas de los diversos usuarios de las estadísticas 
de capturas, se han introducido dos clases de índices: 

1. índices de producción, tipo 1: Estos índices se elaboran para 
medir, a intervalos regulares (anualmente), los cambios que 
ocurran en el volumen total de capturas, por pesquería y por 
región, así como para el lago en su totalidad. Se opina que 
los índices de tipo 1 satisfacen las demandas generales de los 
respectivos gobiernos y otras organizaciones, mostrando las 
tendencias de la captura de pescado de los varios aspectos 

de una industria pesquera. 

2. índices de producción, tipo 2: La serie de estos índices ha 
sido introducida para satisfacer las demandas específicas de 
los biólogos y otras personas responsables de la gerencia de 
las pesquerías en los lagos. Concretamente, se preparan dos 
grupos de índices: 

Grupo 2a : Los índices señalan cambios en la abundancia de 
pescado en el transcurso del tiempo. Estos 
índices se obtienen dividiendo los valores de 
los índices de cosechas de tipo I por los 
correspondientes valores del índice de 
esfuerzo de pe se ai-/. 

Grupo 2b : Se confeccionan índices específicos que dan a 
conocer los cambios, en el espacio y en el 
tiempo, dentro de las especies (peso, numero), 
así como en el peso medio por pez. 

La matriz estimada de índices de los tipos 1 y 2, proporciona información no 
solo de cambios en las magnitudes individuales sino también de variaciones 
"estructurales** en la población que se investiga. 

15.2.5 Formulas estadísticas de estimación 

En la confección de índices de producción se utiliza el método de agregados 
simples. Es evidente que la influencia que una pesquería o especie, etc., ejerce- 
sobre el índice de agregado simple estimado, depende de la captura total estimada 
(EEC) de las respectivas magnitudes estadísticas. Por ejemplo, si en una industria 
pesquera hay dos pesquerías (k ■ 1 , 2) y la cobertura del índice, por lo que se 
refiere a las especies, es s (i*l, 2, ..., s), la captura total estimada para 
los anos 1 y O (período de base) viene dada, respectivamente, por: 



i^ - UAi y- 0^ ■ Ho^i 



Donde , 



i^ki y o^ki • ésima 

captura total estimada dentro de la especie i en la k 
pesquería en los anos 1 y O, respectivamente (resultados 
de la encuesta EEC) . 

J^/ El índice de esfuerzo de pesca mide los cambios del nivel de faenas pesqueras, 
en el espacio y en el tiempo, y por pesquería. El material utilizado en la 
preparación del índice esta constituido por los resultados de la encuesta EEC. 
El período básico del índice se acomoda al período básico de los índices de 
producción tipo 1 . 
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El índice de producción (tipo I) estimado es: 



O bien» 



i[)l ' ^«100 . ... (t) 



Las magnitudes que intervienen en gl calculo del índice son estimaciones basadas 
en los resultados de la EEC, es decir» ^] y ^s ^^ relación entre dos estimaciones. 
En tal caso, el error de muestreo del '°indice estimado puede calcularse haciendo 
uso del estimador adecuado. Si v(jY) y v(^Y) son las variancias estimadas de jY y 
qY, y cv(jY), cv(qY), sus respectivos errores muéstrales relativas: 

cv(jY) • /v(jY) T jY, cvi 
una formula aproximada para el error relativo estimado de l}^] viene dada por: 



cvííO)} - /cv*(j5) + cv^ J) - 2pcv(jY)cv( J) 
donde p es el coeficiente de correlación lineal entre Y y Y. 

La técnica expuesta puede emplearse para estimar los diversos índices de tipo 2, 

Las tablas que siguen (Tablas 15.2.5.1, 15.2.5.2) muestran los índices de pro- 
ducción, tipo 1 (índices de producción pesquera no ajustada), y de tipo 2 (grupo 2a) 
(índices de producción pesquera, ajustados, referentes a cambios en el esfuerzo de 
pesca), en el Lago Tanganyika (Burundi). Asimismo, los gráficos (1 5.2.5a, b,c) 
reflejan las tendencias, en función del tiempo, de los índices estimados ajustados. 
Estos índices de producción pesquera han sido preparados para los principales grupos 
de especies, por tipo de pesquería y para la industria como conjunto (período de 
encuesta 1966-1971; 1966» 100, ano de base). 
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índices estimados de produrcion pesquera * tipo 



Tabla 15.2.5.1 



índices (%) estimados, no ajustados, de producción 
pesquera, por grupos principales de especies, por 
tipo de pesquería y para la industria en su con- 
junto, 1966-1971, Lago Tanganyika (Burundi) 



(%) ' 



Pesca/Grupo principal 
de especies 


1966 


1967 


1968 


1969 


1970 


1971 


0. Industria total 














a) Captura total 


100,00 


73,58 


66,04 


89,80 


77,43 


92,12 


b) Clupeidos 


100,00 


70,92 


60,28 


82,92 


64,99 


93,29 


c) Depredadores 


100,00 


123,43 


174,08 


218,82 


192,31 


70,18 


1. Pesquería tradicional 














a) Captura total 


100,00 


65,66 


56,92 


62,34 


40,33 


59,06 


b) Clupeidos 


100,00 


65,89 


55,65 


62,41 


40,71 


59,73 


c) Depredadores 


100,00 


46,61 


163,56 


56,80 


8,47 


2,54 


2. Pesquería artesanal 














a) Captura total 


100,00 


73,28 


56,19 


192,81 


141,51 


183,52 


b) Clupeidos 


100,00 


74,81 


55,79 


191 ,80 


136,25 


184,11 


c) Depredadores 


100,00 


37,04 


65,74 


216,67 


265,74 


169,44 


3. Pesquería industrial 














a) Captura total 


100,00 


94,08 


96,09 


90,73 


103,91 


115.26 


b) Clupeidos 


100,00 


8i!07 


77165 


61,02 


83,28 


124.49 


c) Depredadores 


100,00 


153,15 


194,99 


250,08 


214,54 


65,75 



índices estimados de producción pesquera - tipo 2 (grupo 2a ) 



Tabla 15.2.5.2 



índices (%) estimados, ajustados, de producción 
pesquera, por grupos principales de especies, y 
por tipo de pesquería, 1966-1971, Lago 
Tanganyika (Burundi) 



- ».. ^ w. 


'* ^ * '"- ^ - 










- (%) - 


Pesca/Grupo principal 


1966 


1967 


1968 


1969 


1970 


1971 


de especies 














1. Pesquería tradicional 














a) Captura total 


100,00 


65,66 


56.92 


73.37 


44,90 


65.75 


b) Clupeidos 


100,00 


65,89 


55,65 


73.50 


45,32 


66,49 


c) Depredadores 


100,00 


46,61 


163,56 


66,85 


9,43 


2.83 


2. Pesquería artesanal 
a) Captura total 














100,00 


65,66 


50,34 


75,45 


54,30 


70.42 


b) Clupeidos 


100,00 


67,03 


49,99 


75,03 


52,28 


70,65 


c) Depredadores 


100,00 


33,19 


58,90 


84,79 


101 .97 


65,02 


3. Pesquería industrial 
a) Captura total 














100,00 


117.60 


94.21 


82.48 


74.22 


76.84 


b) Clupeidos 


100,00 


103184 


76,13 


55.47 


59,49 


82,99 


c) Depredadores 


100,00 


191,44 


191,17 


227,35 


153.24 


43,83 
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APÉNDICE I - SISTEMAS DE ECUACIONES SIMULTANEAS 



ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS CON DOS INCÓGNITAS 

La expresión general para un sistema de dos ecuaciones simultaneas es: 



(1) 
(2) 



ajX+bjy - Cj 
a^x^b^y ■ c ^ 

2 2 ' 2 



aji^O 6 bjW 



a^f^O 6 b^r^O 



El método de solución consiste en transformar este sistema en otro equivalente 
cuya solución sea evidente. 

Ej emplo 

Resolver el sistema: 

2x-5y « 19 
3x+Ay - -6 

Para eliminar x» multipliquemos la primera ecuación por 3 y la segunda por -2, 
con lo cual se tiene: 

6x-15y - 57 

-6x-8y - 12 



Sumando, resulta: 



- 23y « 69 



69 , 

y - -23 - -^ 



Sustituyen y ■ -3 en la primera ecuación del sistema y despejando x se .tiene: 
2x-5(-3) - 19 
O bien, 2x-f I 5 « I 9 

O bien, 2x « 19-15 

O bien, 2x - A y, x « 2 

Así pues, la solución es el par (2, -3). 



ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS CON TRES INCÓGNITAS 

La expresión general para un sistema de tres ecuaciones simultaneas es: 



(1) 

(A) (2) 

(3) 



a^x + bjy-fCjZ 
a^x^b^y-^c^z 
djX+bjy+CjZ 



No todas a j , b ^ , c ^ - O 
No todas a^, b^, c^ - O 
No todas aj, b^, c^ - O 



Una solución de (A] es un conjunto de tres valores (xyz) que satisfaga a las 
tres ecuaciones. 
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Ej emplo 

Resolver el sistema: 



(1) 


2x-y+3z - -9 


(2) 


x*3y-2 ■> 10 


(3) 


3x+y-z - 8 



Primero, se elimina x entre las ecuaciones (1) y (2), y entre (1) y (3), 
a saber: 



(1) 
(2) 



2x-y+3z • -9 (-1) 

1 
x+3y-z - 10 (2) 



-2x'fy-32 • 9 

2x-«-6y-22 « 20 

7y-5z - 29 

-6x-»'3y-9z « 27 

6x'»-2y-2z - 16 

5y-l Iz - 43 



Los resultados obtenidos, junto con la primera ecuación sin modificar 
proporciona el sistema equivalente que sigue: 



(1) 
(3) 



2x-yf3z - -9 (-3) 

} 
3x'»-y-z « 8 (2) 



(1) 


2x-y+3z - -9 


(2) 


7y-5z - 29 


(3) 


5y-l Iz - 43 



A continuación eliminemos y de las ecuaciones (2) y (3), a saber; 



(2) 
(3) 



7y-5z • 29 (-5) 
5y-l Iz - 43 (7) 



-35y^'252 - -145 
35y-77z « 301 

-52z « 156, y por tanto z 



Sustituyendo z • -3 en la ecuación (2) : 

7y-5(-3) • 29, y por tanto, y - 2 

Sustituyendo y " 2 y z - ~3 en la primera ecuaciSn, se tiene! 
2X-2-9 - -9, y por tanto, x - 1 



Así pues, la solución es (1, 2, *3) 



g"S/Tl3^ 



-iÍL¿. 



3. 



DETERMINANTES 



Sea A la matriz 2x2 f i .O- La expresión a,b^-a^b, se define como el 

la^ bj ^ ^ 12 2 1 

pudiéndose escribir: 



determinante de A» 



det A 



^^ 



a b —a b 

**l "2 *2"l 



Sea A la matriz 3x3 



fa. 



Si en esta matriz suprimimos una fila y una columna que contenga un elemento 
cualquiera, la habremos convertido en una matriz 2x2 cuyo determinante ya ha 
sido definido. Este segundo determinante se llama el menor del elemento 
correspondiente. 

A cada menor se le afecta de un signo algebraico: 

{(-"]) , donde los sufijos k,X indican la linea 
y la columna en que estasituado el elemento en A} 

El producto de un determinante menos, multiplicado por su signo, se denomina 
el cofactor del elemento correspondiente. 

El cofactor de un elemento cualquiera se denota por la letra mayúscula corres- 
pondiente, por ejemplo, el cofactor de a es A^ . Para definir el determinante 
consideremos ahora la primera fila y definamos: 

det A - a^Aj+bjBj+c jCj 

■ a, (b^c,-bc^)-b- (a^c,-a,c^)'«-c, (a,b,-a,b,) 

123 32 123 32 123 32 



Ej emplo 
Hallar: 



det 



1 -2 3 
4 1 -1 
1 2 1 



1 -2 3 
4 I -1 
1 2 1 



Escogiendo la primera fila, vemos que los cofactores son: 
(-1)^'*'* ^ {l-(-2)} - 3 



(-1) 



1^2 4 '1 

1 1 



{4-(-l)} • -5 



14., ^ > 
(-1)1-^' . ^ (8-1) 

1 2 
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De modo que la respuesta es: 

(l)x(3)^-(-2)x(.5) + (3)x(7) - 34 



El mismo resultado se obtiene eligiendo la primera columna 
son: 



Los cofactores 



(-1) 



l-M 



(-1)^ 



("D 



3-fl 



2 1 

"2 3 
1 -1 



- - {(•2)-(6)} - 8 
« + {2-(3)} - -I 



De modo que la respuesta es: 

(l)x(3)f(4)x(8)+(l)x(.l) - 34 



Los determinantes de matrices cuadradas de orden superior se definen 
inductivamente de modo análogo. Por ejemplo, para la matriz 4x4, los 
cofactores son ± determinantes de matrices de tercer orden. 

Otro modo de definir un determinante A, 3x3, consiste en aplicar la regla 
de Sarrus. La figura que sigue indica las operaciones necesarias para 
definir el determinante A. 

6 



a, b. c. 
•3 ^ " 



(,) C-) j-) 

^ 1 y I 



a^ b. 



3, "3^ -3. 
C*) N) "( + ) 



det A - (Y) +(6) 

Ejemplo 

Sirviéndose de los datos del ejemplo precedente definir det A: 






u ^i-'^-i- 



\ • \ ^ 



1- 2'"l^ 



X' -2'' 



♦ d) +-(2) ♦(21»), y 27 



det A - Y+6 - 27+7 - 34 
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3 • 1 Aplicación de los determinantes a las ecuaciones simultaneas 

Hemos visto en la sección 1 que la expresión general para el sistema de dos 
ecuaciones simultaneas es: 

ajX+bjy - Cj 
a,x+b,y . c. 

Un posible método de resolver el sistema es mediante la aplicación de 
determinantes (regla de Gramer), v.g: 



y - 




c^b^-c.bj 



ajb.-a^bj 



a^b^-a^b^ 



«1 N 

E j emplo 

Resolver el sistema (véase sección 1) 



2x-5y - 19 




3x+4y • -6 






19 


-5 




-6 


4 




2 


-5 




3 


4 




2 


19 




3 


-6 


y * 


2 


-5 




3 


4 



76-30 



8-»-15 



-I 2-57 



23 



En consecuencia» la solución es (2, -3). 



La regla de Gramer puede utilizarse para resolver sistemas de ecuaciones 
lineales simultaneas» como los anteriormente descritos. En general, para 
resolver el sistema: 



(1) 
(2) 



(n) 



b^Xj+b^Xj* 



-^a X 

n n 

+ b X 

n n 



a , no todas a ^ » dj t 
b , no todas b ^ *^2 * 



112 2 n n o • 



o todas 



... a„ - o 
... b„ - O 



i '^2 ^n 
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Se tiene: 



»0 «2 *3 

N ^ ^ 



^0 ^2 ^1 



*1 «2 «1 

N ^ S 



Xj Xj X3 



. . b^ 



. X 



*l *0 *3 ' 

b b b . 
1 o "3 



10 3 



*l *2 *J 

b b b 
"i ''2 °3 



Xj Xj X3 



. b 



. X 



b, b3 



X , X , X , 



^Z «>3 



X. X. X. 
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APÉNDICE II . TABLAS ESTADÍSTICAS 



1, Ordenadas de la curva normal íTpica — 



1/ 




t 


f(t) 


t 


f(t) 


0.0 


0.3989Í* 


2.1 


O.OI4398 


0.1 


0.39695 


2.2 


0.035^7 


0.2 


0.39101* 


2.3 


0.02833 


0.3 


0.38129 


2.U 


0.02239 


O.U 


0.36827 


2.5 


0.01753 


0.5 


0.35207 


2.6 


0.01358 


0.6 


0.33322 


2.7 


O.OIOU2 


0.7 


0.31225 


2.8 


0.00792 


0.8 


0.28969 


2.9 


0.00595 


0.9 


0.26609 


3.0 


0.001*1*3 


1.0 


0.2U197 


3.1 


0.00327 


1.1 


0.21785 


3.2 


0.00238 


1.2 


O.I9U19 


3-3 


0.00172 


1.3 


0.17137 


3.U 


0.00123 


1.1* 


0.11*973 


3.5 


0.00087 


1.5 


0.12952 


3.6 


0.00061 


1.6 


0.11092 


3.7 


0.0001*2 


1.7 


0.091*05 


3.8 


0.00029 


1.8 


0.07895 


3.9 


0.00020 


1.9 


0.06562 


U.o 


0.00013 


2.0 


OtO?3?? 







* Para evitar errores, estas tablas son reproducciones fotográficas de las originales. Por 
ello, la parte decimal está separada por un punto^ en vez de una coma que es lo usual en 
los pafses que emplean el sistema métrico (N« del T.). 

—'Otra tabulación de los valores de las ordenadas consiste en multiplicar los valones de 
esta tabla por /fir ■•2,5066. 
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2. Áreas bajo la curva normal, desde O a t (aparece rayada A(t)) 




t 


.00 


.01 


.02 


.03 


.ol* 


.05 


.06 


.07 


.oé 


.09 


0.0 


.0000 


.001*0 


.0080 


.0120 


.0159 


.0199 


.0239 


.0279 


.0319 


.0359 


0.1 


.0398 


.01*38 


.01*78 


.0517 


.0557 


.0596 


.0636 


.0675 


.0711* 


.0753 


0.2 


.0793 


.0832 


.0871 


.0910 


.091*8 


.0987 


.1026 


.1061* 


.1103 


.111*1 


0.3 


.1179 


.1217 


.1255 


.1293 


.1331 


.1368 


.11*06 


.1UU3 


.11.80 


.1517 


O.ít 


.ISS»» 


.1591 


.1628 


.166U 


.1700 


.1736 


.1772 


.1806 


.181.1. 


.1879 


0.5 


.1915 


.1950 


.1985 


.2019 


.2051* 


.2088 


.2123 


.2157 


.2190 


.2221* 


0.6 


.2257 


.2291 


.2321* 


.2357 


.2389 


.21*22 


.21*51» 


.21*86 


.2518 


.251*9 


0.7 


.2580 


.2612 


.26U2 


.2673 


.2701* 


.2731* 


.276U 


.2791* 


.2823 


.2852 


0.8 


.2881 


.2910 


.2939 


.2967 


.2995 


.3023 


.3051 


.3078 


.3106 


.3233 


0.9 


.3159 


.3186 


.3212 


.3238 


.326U 


.3289 


.3315 


.331*0 


.3365 


.3389 


1.0 


.3l»13 


.31*38 


.31*61 


.31*85 


.3508 


.3531 


.3551* 


.3577 


.3599 


.3621 


1.1 


.361*3 


.3665 


.3686 


.3718 


.3729 


.371*9 


.3770 


.3790 


.3810 


.3830 


1.2 


.381»9 


.3869 


.3888 


.3907 


.3925 


.391*1* 


.3962 


.3980 


.3997 


.U015 


1.3 


.1*032 


.1*01*9 


.U066 


.U082 


.1*099 


.1*115 


.1.131 


.1*11*7 


.1*162 


.1*177 


1.1» 


.1*192 


.1*207 


.1*222 


.1*236 


.1*251 


.1*265 


.1*279 


.1*292 


.U3ü6 


.U319 


1.5 


.1*332 


.1*31*5 


.1*357 


.1*370 


.1*382 


.1*391* 


.1*1*06 


.1.1*18 


.1*1*30 


.1*1*1*1 


1.6 


.1*1*52 


.1*1*63 


.UU7'» 


.1*U85 


.1*1*95 


.1*505 


.1*515 


.1*525 


.1*535 


.1*51*5 


1.7 


.U35U 


.1*561* 


.1*573 


.1*582 


.1*591 


.1*599 


.1*608 


.1*616 


.1*625 


.1*633 


1.8 


.1*61*1 


.1*61*9 


.U656 


.U66I. 


.U67I 


.1*678 


.1*686 


.1*693 


.U699 


.1*706 


1.9 


.1*713 


.1*719 


.1*726 


.1*732 


.1*738 


.1*71*1* 


.1*750 


.1.756 


.1*762 


.1*767 


2.0 


.1*773 


.1*778 


.1*783 


.1*788 


.1*793 


.1*798 


.1*803 


.1.808 


.1*812 


.1*817 


2.1 


.U821 


.U826 


.1*830 


.1*831* 


.1*838 


.1*81*2 


.1.81.6 


.U850 


.U85l» 


.1*857 


2.2 


.1*861 


.1*865 


.1*866 


.1*871 


.1*875 


.1*878 


.1.881 


.1.881. 


.1*887 


.1*890 


2.3 


.U893 


.1*896 


.1*898 


.1*901 


.1*90U 


.1*906 


.1.909 


.1.911 


.1*913 


.1*916 


2.J» 


.1*918 


.1*920 


.1*922 


.1*925 


.1*927 


.1*929 


.1*931 


.1.932 


.1*931* 


.1*936 


2.5 


.1*938 


.1*91*0 


.1*91*1 


.1*91*3 


.1*91*5 


.U9U6 


.1.91.8 


.1.91*9 


.1*951 


.1*952 


2.6 


.1»953 


.1»955 


.1*956 


.1*957 


.1*959 


.1*960 


.1*961 


.1*962 


.U963 


.U96I* 


2.7 


.1*965 


.U966 


.1*967 


.1*968 


.1*969 


.1*970 


.1*971 


.U972 


.1*973 


.1*971* 


2.8 


.1*971* 


.1*975 


.1*976- 


.1*977 


.1*977 


.1*978 


.1*979 


.1*980 


.1*980 


.1.981 


2.9 


.1*981 


.1*982 


.l*9fll* 


.1*981» 


.1*981* 


.1*981. 


.1*985 


.1.985 


.1*986 


.1.986 


3.0 


.1»987 


.1»987 


.1*987 


.1*988 


.1*988 


.1*988 


.1*989 


.1.989 


.1*989 


.1.990 
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3. Tabla de distribución "t" de Student 




Grados 




















de 


.01 


.02 


• 05 


.1 


.2 


.1» 


.6 


.8 


.9 


libertad 




















1 


63.657 


31.821 


12.706 


6.311* 


3.078 


1.376 


.727 


.325 


.158 


2 


9.925 


6.965 


1*.303 


2.920 


1.886 


1.061 


.617 


.289 


.11*2 


3 


5.81»1 


lt.5l»l 


3.182 


2.353 


1.638 


.978 


.581* 


.277 


.137 


k 


1..601» 


3.71*7 


2.776 


2.132 


1.533 


.91*1 


.569 


.271 


.13U 


5 


14.032 


3.365 


2.571 


2.015 


1.1*76 


.920 


.559 


.267 


.132 


6 


3.707 


3.11»3 


2.1*1*7 


1.91*3 


I.UI40 


.906 


.553 


.265 


.131 


! "^ 


3.1»99 


2.998 


2.365 


1.895 


1.1*15 


.896 


.51*9 


.263 


.130 


8 


3.355 


2.896 


2.306 


1.860 


1.397 


.889 


.51*6 


.262 


.130 


9 


3.250 


2.821 


2.262 


1.833 


1.383 


.883 


.51.3 


.261 


.129 


10 


3.169 


2.761. 


2.228 


1.812 


1.372 


.879 


.5U2 


.260 


.129 


11 


3.106 


2.718 


2.201 


1.796 


1.363 


.876 


.51*0 


.260 


.129 


12 


3.055 


2.681 


2.179 


1.782 


1.356 


.873 


.539 


.259 


.128 


13 


3.012 


2.650 


2.160 


1.771 


1.350 


.870 


.538 


.259 


.128 


11» 


2.977 


2.621* 


2.11*5 


1.761 


1.31*5 


.868 


.537 


.258 


.128 


15 


2.9l»7 


2.602 


2.131 


1.753 


1.31*1 


.866 


.536 


.258 


.128 


16 


2.921 


2.583 


2.120 


1.71*6 


1.337 


.865 


.535 


.258 


.128 


17 


2.898 


2.567 


2.110 


1.71*0 


1.333 


.863 


.531* 


.257 


.128 


18 


2.878 


2.552 


2.101 


1.731* 


1.330 


.862 


.53U 


.257 


.127 


19 


2.861 


2.539 


2.093 


1.729 


1.328 


.861 


.533 


.257 


.127 


20 


2.8U5 


2.528 


2.086 


1.725 


1.325 


.860 


.533 


.257 


.127 


21 


2.831 


2.518 


2.080 


1.721 


1.323 


.859 


.532 


.257 


.127 


22 


2.819 


2.508 


2.O7U 


1.717 


1.321 


.858 


.532 


.256 


.127 


23 


2.807 


2.500 


2.069 


I.71I* 


1.319 


.858 


.532 


.256 


.127 


2U 


2.797 


2.1*92 


2.061* 


1.711 


1.318 


.857 


.531 


.256 


.127 


25 


2.787 


2.1*85 


2.060 


1.708 


1.316 


.856 


.531 


.256 


.127 


26 


2.779 


2.1*79 


2.056 


1.706 


1.315 


.856 


.531 


.256 


.127 


27 


2.771 


2.1*73 


2.052 


1.703 


1.311* 


.855 


.531 


.256 


.127 


26 


2.763 


2.1*67 


2.OU8 


1.701 


1.313 


.855 


.530 


.256 


.127 


29 


2.756 


2.1*62 


2.01*5 


1.699 


1.311 


.851* 


.530 


.256 


.127 


30 


2.750 


2.1*57 


2.01*2 


1.697 


1.310 


.85!» 


.530 


.256 


.127 


e> 


2.576 


2.326 


1.960 


1.61*5 


1.282 


.81*2 


.521* 


.253 


.126 
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4. Tabla de distribución de X' 




Grados 
















de 


P - 0.99 


0.95 


0.90 


0.10 


0.05 


0.02 


0.01 




0.000157 


0.00393 


0.0158 


2.706 


3.8U1 


5.1tl2 


6.635 


2 


0.0201 


0.103 


0.211 


lt.605 


5.991 


7.821» 


9.210 


3 


0.115 


0.352 


O.58U 


6.251 


7.815 


9.837 


II.3U5 


1« 


0.297 


0.711 


I.06U 


7.779 


9.U88 


11.668 


13.277 


5 


0.55»» 


I.IU5 


1.610 


9.236 


11.070 


13.388 


15.086 


6 


0.872 


• 1.635 


2.201» 


10.6l»5 


12.592 


15.033 


16.812 


7 


1.239 


2.167 


2.833 


12.017 


ll».067 


16.622 


18.1»75 


8 


1.6U6 


2,733 


3.1»90 


13.362 


15.507 


18.168 


20.090 


9 


2.088 


3.325 


U.168 


11». 681» 


16.919 


19.679 


21.666 


10 


2.558 


3.9>»0 


U.865 


15.987 


18.307 


21.161 


23.209 


11 


3.053 


U.575 


5.578 


17.275 


19.675 


22.618 


2U.725 


12 


3.571 


5.226 


6.301» 


l8.5l»9 


21.026 


2l».05l» 


26.217 


13 


I». 107 


5.892 


7.0l»2 


19.812 


22.362 


25.'»72 


27.688 


lU 


1».660 


6.571 


7.790 


21.061» 


23.685 


26.873 


29.ll»l 


15 


5.229 


7.261 


8.5U7 


22.307 


2U.996 


28.259 


30.578 


16 


5.812 


7.962 


9.312 


23.5U2 


26.296 


29.633 


32.000 


17 


6.U08 


8.672 


10.085 


21». 769 


27.587 


30.995 


33.1»09 


18 


7.015 


9.390 


10.865 


25.989 


28.869 


32.3U6 


3l».805 


19 


7.633 


10.117 


11.651 


27.201» 


30.11»1» 


33.687 


36.191 


20 


8.26o 


10.851 


12.1»1»3 


28.1*12 


31.1»10 


35.020 


37.566 


21 


8.897 


11.591 


13.2l»0 


29.615 


32.671 


36.3l»3 


38.932 


22 


9.5U2 


12.338 


ll».Ol»l 


30.813 


33.921» 


37.659 


1»0.289 


23 


10.196 


13.091 


1J».81»8 


32.007 


35.172 


38.968 


Ul.638 


Zk 


10.856 


13.8U8 


15.659 


33.196 


36.1H5 


UO.27O 


U2.980 


25 


11.521» 


lí».6ll 


I6.U73 


31». 382 


37.652 


1*1.566 


UI..31I» 


26 


12.198 


15.379 


17.292 


35.563 


38.885 


1»2.856 


1»5.61»2 


27 


12.879 


• 16.151 


18.111» 


36.71H 


1»0.113 


ltl«.ll»0 


1»6.963 


28 


13.565 


16.928 


18.939 


37.916 


»»1.337 


l»5.kl9 


1»8.278 


29 


1«».256 


17.708 


19.768 


39.087 


1»2.557 


U6.693 


i»9.588 


30 


IU.953 


18.>»93 


20.599 


UO.256 


1»3.773 


U7.962 


50.892 
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5. Tabla de z para valores de r desde 0,00 hasta 1,00, z ■■ xlog 



etrr?T 



r 


.00 


.01 


.02 


.03 


.ol* 


.05 


.0¿ 


.07 


.08 


.09 


.0 


.0000 


.0100 


.0200 


.0300 


.01*00 


.0500 


.0601 


.0701 


.0802 


.0902 


.1 


.1003 


.1101» 


.1206 


.1307 


.11*09 


.1511 


.1611. 


.1717 


.1820 


.1923 


.2 


.2027 


.2132 


.2237 


.23l»2 


.21*1*8 


.2551* 


.2661 


.2769 


.2877 


.2986 


.3 


.3095 


.3205 


.3316 


.31*28 


.351*1 


.3651* 


.3769 


.3881* 


.1*001 


.1*118 


.!♦ 


.U236 


.U356 


.U77 


.1*599 


.1*722 


.1*8U7 


.1*973 


.5101 


.5230 


.5361 


.5 


.5»»93 


.5627 


.5763 


.5901 


.601*2 


.6181* 


.6328 


.61*75 


.6625 


.6777 


.6 


.6931 


.7089 


.7250 


.71*11* 


.7582 


.7753 


.7928 


.8107 


.8291 


.81*60 


.7 


.8673 


.8872 


.9076 


.9287 


.9505 


.9730 


.9962 


1.0203 


1.0l*5lt 


1.0711* 


.6 


1.0986 


1.1270 


1.1568 


1.1881 


1.2212 


1.2562 


1.2933 


1.3331 


1.3758 


1.1*219 


.9 


1.1*722 


1.5275 


1.5890 


1.6581* 


1.7380 


1.8318 


1.91*59 


2.0923 


2.2976 


2.61*67 



&• Tabla de r para valores de z desde O hasta 5 



z 1 .00 


.01 


.02 


.03 


.01* 


.05 .06 


.07 


.08 .09 1 


.0 


.0000 


. OÍOO 


.0200 


.0300 


.01*00 


.0500 


.0599 


.0699 


.0798 


.0898 


.1 


.0997 


.1096 


.1191» 


.1293 


.1391 


.11*89 


.1587 


.1681* 


.1781 


.1878 


.2 


.1971* 


.2070 


.2165 


.2260 


.2355 


.21*1*9 


. 251*3 


.2636 


.2729 


.2821 


.3 


.2913 


.3001* 


.3095 


.3185 


.3275 


• 3361* 


.31*52 


.351*0 


.3627 


.3711* 


.1* 


.3800 


.3885 


.3969 


.1*053 


.1*136 


.1*219 


.1*301 


.1*382 


.1*1*62 


.1*51*2 


.5 


.1*621 


.1*700 


.1*777 


.1*851* 


.1*930 


.5005 


.5080 


.5151* 


.5227 


.5299 


.6 


.5370 


.51*1*1 


.5511 


.5581 


.561*9 


.5717 


.5781* 


.5850 


.5915 


.5980 


.7 


.601*1* 


.6107 


.6169 


.6231 


.6291 


.6352 


.61*11 


.61*69 


.6527 


.6581. 


.8 


.661*0 


.6696 


.6751 


.6805 


.6858 


.6911 


.6963 


.7011* 


.7061* 


.7111» 


.9 


.7163 


.7211 


.7259 


.7306 


.7352 


.7398 


.71*1*3 


.71*87 


.7531 


.7571* 


1.0 


.7616 


.7658 


.7699 


.7739 


.7779 


.7818 


.7857 


.7895 


.7932 


.7969 


1.1 


.8005 


.801*1 


.8076 


.8110 


.811*1* 


.8178 


.8210 


.821*3 


.8275 


.8306 


1.2 


.8337 


.8367 


.8397 


.61*26 


.81*55 


.81*83 


.8511 


.8538 


.8565 


.8591 


1.3 


.8617 


.861*3 


.6668 


.8693 


.6717 


.87l»l 


.8761* 


.8787 


.8810 


.8832 


1.1* 


.8851* 


.8875 


.8896 


.8917 


.8937 


.8957 


.8977 


.8996 


.9015 


.9033 


1.5 


.9052 


.9069 


.9087 


.9101* 


.9121 


.9138 


.915»* 


.9170 


.9186 


.9202 


1.6 


.9217 


.9232 


.921*6 


.9261 


.9275 


.9289 


.9302 


.9316 


.9329 


.931*2 


1.7 


.9351* 


.9367 


.9379 


.9391 


.91*02 


.91*11* 


.91*25 


.91*36 


.91*1*7 


.91*58 


1.8 


.91*68 


.91*78 


.91*98 


.91*88 


.9508 


.9518 


.9527 


.9536 


.951*5 


.9551» 


1.9 


.9562 


.9571 


.9579 


.9587 


.9595 


.9603 


.9611 


.9619 


.9626 


.9633 


2.0 


.961*0 


.961*7 


.9651* 


.9661 


.9668 


.9671* 


.9680 


.9687 


.9693 


.9699 


2.1 


.9705 


.9710 


.9716 


.9722 


.9727 


.9732 


.9738 


.971*3 


.971*8 


.9753 


2.2 


.9757 


.9762 


.9767 


.9771 


.9776 


.9780 


.9785 


.9789 


.9793 


.9797 


2.3 


.9801 


.9805 


.9809 


.9812 


.9816 


.9820 


.9823 


.9827 


.9830 


.9831* 


2.1* 


.9837 


.981*0 


.981*3 


.981*6 


.981*9 


.9852 


.9855 


.9858 


.9861 


.9863 


2.5 


.9666 


.9869 


.9871 


.9871* 


.9876 


.9879 


.9881 


.9881* 


.9886 


.9888 


2.6 


.9890 


.9892 


.9895 


.9897 


.9899 


.9901 


.9903 


.9905 


.9906 


.9908 


2.7 


.9910 


.9912 


.9911* 


.9915 


.9917 


.9919 


.9920 


.9922 


.9923 


.9925 


2.8 


.9926 


.9928 


.9929 


.9931 


.9932 


.9933 


.9935 


.9936 


.9937 


.9938 


2.9 


.991*0 


.991*1 


.991*2 


.991*3 


.991*1* 


.991*5 


.991*6 


.991*7 


.991*9 


.9950 


3.0 


.9951 




















1*.0 


.9993 




















5.0 


.9999 





















Las cifras que están en el cuerpo de la tabla, son valores de r que corresponden 
a valores de 2 lefdos a partir de las escalas vertical izquierda y horizontal de 
la parte superior de la tabla* 
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5% (tipo pequafto) y 1% (tipo mi» grande) 


na 


n 1 grados de libertad ipara cuadrado 


1 2 3 1» 


5 6 7 8 9 10 11 12 


1 


au ^m síii sil 


\i siu si!» siji siii ,m 6iu bUI 6!Si 


2 


iv.ik n:n ir.H u:i 


[| ki:n hVAi il 


U il:U il 


il i\ 


ji i}:¡;t ii:i;i 


3 


U:ii 3}:i! 2l:il 2I: 


'i 2l:!i 2Í:I5 2í 


H 2!:'5 zf 


Sí 2Í 


l\ 2!:M 2l:íi 


U 


2l:li ií:tí lí'.tl il: 


íl ií:i! il:í! i* 


St ií:Sí lí 


ii it 


!í iS:!í !*:!♦ 


5 


ií:!i il:íí i!:ii if: 


í i 1 í : H i í : i í \i 


i! ií:l» lí 


.1! iS 




6 


il:!! iS:i3 Í'M i: 










7 


i!:ll í:íi .i:ii ): 










6 


iliH i:i! »:li ): 










9 


10.56 8.02 e*99 e.' 










10 


iS:SS 7:U 1:11 i:< 










11 


$:H ):!! I:!S lu 










12 


i:l\ l:H !:U §:< 










13 


9*07 Sl/O Sl/U al 










lU 


i:tl l\l\ l:ll i: 










15 


í:{í 2:11 l:tl i: 










16 


i:il Í:JJ í:li ¡: 










17 


S::i i:ff l:ií í: 










18 


i:li í:if l:H 2: 










19 


S:II i:ii i:if i: 










20 


2:!t i:i! i:H £:• 










21 


2*j} i'i^j j'g^ {• 










22 


^lií liii l'Al ii 










23 


i'.H !:ii tiH ?! 










2U 


7.82 S.dI '*»/2 •♦• 










25 












26 












27 


i 'A i l'.kl íllí í! 










28 


í:l! I:ÍS . í:H ?: 










29 


>:i! i:íl i:lí í: 










30 


»:il i:li i:l! i: 










32 


^:i! i:J! {:!i i: 










3ii 


K'íi 1:11 5:í! i: 










36 


»:J4 i:il í:!l i: 










38 


V.il i:if i:!í !: 










UO 


^:5! I:!í i:!í i: 










U2 


^:li l'Al l'Ai i: 










Ul4 


íllí il!l ilü i! 


^l \:il i:H i 








U6 


VI! i'lS í*!i !* 


17 a. «12 2«|9 2 
H $,kk 3.22 3 








U8 


>:U !:il 2:!! i: 


U \:ii \:ii i 








50 


^:!í !:it í:íí i: 


»S 1:21 i:il i 








55 


):!! !:il {:II i:¡ 










60 


^:ti J:4i i:n !:j 










65 


»:íl 4:ÍS l:U i:\ 










70 


i:l\ i:li i:¡2 \:¡ 










80 


í I9I ¿lél 5 lo*» 3! 










100 


l:ii i ! 1! i*lt i' 










125 


|>t2 l*i7. 2*|| 2>i 
6*8*1 '(•/f 3*9<* 3*i 










150 


l*i) '•&! t*f7 8*' 
6.81 >*.7S 3.91 3.* 










200 


I*tl S*li» t*(9 t * * 
6.76 <» . 7 I 3.81 3 . i 










UOO 


l:H t:ll i:t3 1: 










1000 


l:ll i:ll 1:14 S: 








1*» i*l9 l<If 
9H 2. 2» 2.20 


m 


i!í5 i!ií i!» s! 








!1 l:lt i:!l 
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de F 

puntos para la distribución de F 



medio mía gi 


~.nde] 


















na 


Ih 16 


20 


21. 30 


1.0 


50 


75 100 200 5< 


)0 


«0 


6ÍÍi iüi 


eim 6 


n: 6i!8 « 


ill 


eli! 6 


l!i 6 


Ui e 


iü 6< 


ilt 


sl!^ 


1 


il: 


:i ii.ii 


il::i il 


::i ll:n II 


•.il 


il-M II 


M il 


::; il 


::i il 


:lt ii:lt| 


2 


26 


U ilM 


2l:ll ¡t 


:tl íl'.ti il 




st :il it 


:!? 2I 


:i% ti 


■.n ii 


:I! 


2Í:f3 


3 


lí ' 


!í .í:!l 


i':!l li 


:IJ il:2l il 




i!:ll il 


itt li 


•Ai il 


:!! .1 


::: 


il:!í 


U 




n Í:H 














:J» 1 


•Al 


$:i$ 


5 




ti i:U 














:l! i 


:li 


l'M 


6 




n i-.n 














:?l 1 


:n 


l'M 


7 




U l:il 














:lt i 


■Ai 


1:11 


8 




ti i:l! 














•M i 


M 


l'M 


9 




It i-Al 














:U 1 


:ll 


i:?} 


10 




13 l:U 














:ll 1 


Ai 


I:^t 


11 




ti h.n 














:if i 


:li 


1:11 


12 




il i:»i 














:lí 1 


•M 


1:11 


13 




»í \:n 














:ht 1 


■At 


!:JÍ 


lU 




U i:ll 














:il i 


:li 


5:íí 


15 




il i.U 














:IS i 


•M 


!:»i 


16 




U í:n 














•M 1 


:l? 


i:lt 


17 




lí i:il 














:t! 1 


:I4 


1:1? 


18 




il 5:fl 














:li i 


:l! 


1:5! 


19 




!i i:i! 














:ti i 


:{{ 


1:«5 


20 




ií' 1:11 














:ii 1 


:3I 


l:$i 


21 




i! i-M 














:!♦ 1 


•Al 


l:?f 


22 




i» l:il 














:;: 1 


:li 


l:Jl 


23 




iS i:l! 














:lf 1 


:l\ 


1:H 


2I4 




H i:i! 














:1'3 1 


:II 


l:U 


25 




:ií i:M 














:íi 1 


•Al 


i:t5 


26 




M l-M 














:íi 1 


:!! 


1:!5 


27 




n i-M 














:tl 1 


:li 


1:U 


28 




■M i:ti 














:!í } 


•Al 


i:i\ 


29 




■it i:ll 














:íf 1 


■A\ 


i:íf 


30 




■M i:U 














:i; i 


:li 


hit 


32 




:U i:U 














:li 1 


:i: 


i:II 


3U 




:l! i:l{ 














:lí 1 


:li 


t:H 


36 




:U 1:1! 














:|¡ 1 


■Ai 


l:ll 


38 




:U i:?! 














:ll 1 


■Ai 


1:11 


UO 




:li 1:2! 














:ll i 


:ti 


i:n 


U2 




:U i:!í 














:ll i 


Al 


1:*7! 


kk 




:IJ l:«í 














:ii i 


■M 


f:H 


U6 




:íl i:ti 














•M i 


il 


í:?5 


U8 




■M i:!! 














•M 1 


i\ 


i:¿2 


50 




:S! 1:!! 














:)\ 1 


11 


!:í¿ 


55 




;ii i:Si 














■Ai 1 


li 


i:lt 


60 




■!» }:!! 














:ll i 


It 


!:U 


65 




!í 1:11 














Ai I 


u 


1:!! 


70 




!! l:li 














:i» 1 


i! 


\:ti 


80 




11 1:M 














:!! 1 


il 


\:l\ 


100 




ÍJ l:ri 














-.ti \. 


U 


í:i? 


125 




IS 1:11 














:l\ 1: 


H 


i:il 


150 




n 1:» 














:!l i: 


li 


1:11 


200 




n íitl 














:ii 1: 


li 


{:ij 


UOO 




n l:t! 














:li i: 


11 


i:n 


IODO 




i) i:M 














:li 1: 


ii 


l:ti 


«• 
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8, Tabla de números casuales o aleatorios 



1 


2 


? 


4 


5 


6 


7 


a 


9 


10 


11 


12 


13 


70 


43 


69 


38 


81 


87 


42 


12 


20 


41 


15 


26 


99 


82 


78 


99 


OS 


22 


99 


52 


32 


80 


91 


72 


53 


95 


81 


07 


96 


14 


74 


52 


58 


73 


10 


22 


08 


08 


68 


37 


16 


36 


62 


20 


02 


35 


98 


21 


61 


90 


53 


85 


72 


86 


94 


87 


18 


50 


11 


47 


33 


55 


66 


50 


96 


96 


7G 


34 


45 


52 


78 


96 


6o 


13 


07 


31 


29 


70 


09 


16 


66 


81 


09 


A5 


92 


93 


44 


«7 


72 


26 


75 


82 


31 


72 


69 


r-' 


85 


71 


45 


32 


16 


57 


91 


52 


05 


93 


20 


f'1 


99 


50 


8tí 


62 


54 


90 


51 


01 


39 


18 


70 


67 


62 


30 


02 


33 


17 


37 


25 


42 


86 


00 


32 


03 


08 


39 


77 


12 


41 


15 


25 


52 


30 


93 


11 


45 


10 


04 


66 


94 


70 


33 


74 


97 


23 


40 


97 


62 


48 


46 


97 


04 


36 


31 


27 


29 


84 


f;5 


35 


59 


59 


33 


63 


53 


43 


60 


30 


15 


81 


67 


59 


72 


63 


67 


17 


24 


55 


68 


32 


24 


80 


13 


92 


46 


So 


15 


70 


2e 


95 


53 


36 


03 


89 


83 


74 


21 


03 


09 


16 


31 


48 


05 


10 


98 


62 


14 


15 


04 


Ci2 


53 


39 


92 


14 


07 


34 


04 


01 


66 


17 


75 


6o 


40 


90 


39 


95 


46 


10 


94 


68 


39 


10 
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8, Tabla de ntSmaros casuales o aleatorios (continuación) 



13 


14 


15 


16 


17 


10 


19 


20 


21 


22 


23 


24 


76 
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85 


27 


81 


21 


75 


39 


43 


77 


80 


81 


38 


51 


09 


17 


41 


35 


13 


20 


66 


S9 


22 


20 


40 


91 


90 


51 


74 


23 


54 


38 


84 


12 


16 


77 


44 


53 


23 


87 


91 


53 


56 


97 


42 


to 


83 


37 


31 


25 


22 


30 


16 


17 


32 


34 


00 


07 


25 


52 


36 


35 


20 


92 


81 


12 


15 


23 


42 


98 


67 


52 


36 


12 


17 


03 


83 


93 


45 


64 


50 


32 


57 


94 


25 


51 


40 


74 


05 


16 


86 


09 


22 


62 


06 


33 


72 


38 


33 


97 


36 


58 


90 


91 


23 


91 


19 


04 


17 


20 


75 


03 


65 


53 


06 


41 


29 


73 


51 


15 


75 


57 


37 


77 


67 


60 


70 


44 


56 


91 


03 


49 


12 


47 


35 


37 


15 


17 


96 


24 


95 


oo 


39 


55 


73 


67 


55 


64 


16 


38 


■-,8 


74 


29 


71 


49 


62 


16 


02 


29 


14 


16 


73 


44 


49 


34 


05 


(.6 


96 


40 


98 


13 


29 


19 


71 


98 


71 


19 


51 


66 


32 


73 


65 


42 


09 


39 


92 


56 


63 


36 


54 


C^C 


46 


2? 


96 


06 


41 


55 


75 


03 


62 


5'-) 


19 


15 


75 


57 


26 


11 


28 


98 


16 


35 


39 


67 


49 


02 


^0 


47 


76 


60 


92 


22 


79 


70 


66 


70 


13 


97 


42 


31 


80 


30 


86 


08 


54 


39 


38 


38 


46 


74 


21 


91 


55 


48 


36 


26 


40 


17 


70 


39 


94 


05 


76 


83 


70 


10 


91 


20 


64 


12 


33 


1S 


59 


43 


2í« 


20 


35 


53 


14 


30 


57 


07 


34 


00 


56 


26 


ril 


86 


91 


62 


94 


<'\3 


96 


96 


17 


02 


10 


89 


71 


24 


86 


86 


52 


67 


59 


63 


22 


?& 


76 


43 


45 


43 


73 


70 


73 


19 


41 


04 


60 


2S 


42 


09 


50 


52 


69 


34 


01 


65 


33 


19 


62 


22 


41 


29 


65 


01 


l"^ 


92 


69 


53 


78 


68 


5a 


74 


08 


05 


1Í 


94 


46 


83 


72 


49 


19 


98 


09 


56 


ii3 


2"^ 


40 


44 


42 


06 


32 


95 


17 


32 


67 


30 


84 


09 


69 


31 


58 


85 


33 


16 


11 


37 


12 


r 


39 


12 


11 


60 


25 


84 


42 


22 


94 


38 


96 


52 


03 


3- 


?7 


53 


12 


75 


59 


76 


42 


73 


43 


95 


57 


51 


31 


02 


68 


01 


17 


09 


00 


38 


12 


31 


')2 


22 


2/1 


09 


6Q 


53 


92 


82 


11 


96 


03 


47 


31 


35 


59 



178 FIPS/TX35 



REFERENCIAS 



Aitken» A.C., Statistical mathematics , 6th ed. » Olirer and Boyd. Edinburgh 
1957 

Beyer, W.H,, Handbook of tablea for probability and statistics» 2nd ed« » Chemical 
1968 Rubber Co., Cleveland, Ohio 

Croxton, F.E. et, al,. , Applied general statistics» Sir Isaac Pitman and Sons Ltd., 
1968 London 

£zekiel» M. and K.A. Fox, Methods of correlation and regression analysis: linear and 

1966 curvilinear, 3rd ed. , John Wiley and Sons, Nev York 

Feller, W, , An introduction to probability theory and its applications , John Wiley 

1967 and Sons, Nev York 

Fisher, R.A. , The design of experiments, Oliver and Boyd, Edinburgh 
1936 

Goulden, C.H., Methods of statistical analysis, 2nd ed. , John Wiley and Sont, Nev York 
1952 

Hoel, P.G., Introduction to mathematical statistics, John Wiley and Sons, Nev York 
195U 

Mood, A.M., Introduction to the theory of statistics, McGrav-Hill Book Co. Inc., 
1950 Nev York 

Mosteller, F, e¿ al . , Probability vith statistical applications, Addison-Wesley , 
1961 Reading, Mass. 

Quenouille, M.H., Introductory statistics, Buttervorth-Springer Ltd., London 
1950 

Rider, P.R., An introduction to modern statistical methods, John Wiley and Sons, Nev 
1939 York 

Schmid, C.F., Handbook of graphic presentation , Ronald Press Co., Nev York 
I95U 

Snedecor, G.W. and W.G. Cochran, Statistical methods, The lova State Univ. Press, 
1973 Ames, lova 

Weatherburn, CE., A first course in mathematical statistics, Univ. Press, Cambridge 
19i*9 

Yule, G.U. and M.G. Kendall, An introduction to the theory of statistics. Charles 
19^9 Griffin and Co. Ltd., London 



FIPS/T135 179 

LISTA DE INFORMES TÉCNICOS 

Los informes técnicos publicados por el mismo autor, hasta la fecha, acerca de la 
aplicación de las técnicas de muestreo en las estadísticas pesqueras (aguas continentales) , 
se indican en las seciones A-D de la lista siguiente. Estos documentos pueden 
obtenerse solicitándolos de la sección de estadística de pesca, departamento de pesquerfas, 
PAO /UN, Roma, Italia • 

A: Estudios estadísticos (St.S) 

1« Sampling Techniques in Inland Fisheries with Special Reference to Volta Lake. 
St.S./l, FIO/SF/GHA/10, May 1970 

2. Frame Surveys at Volta Lake. 
St.S./2, FIO/SF/GHA/10, March 1970 

3. Yield índices in Inland Fisheries with Special Reference to Volta Lake. 
St.S./3, FIO/SF/GHA/lOm September 1971 

4. Recent Trends of the Yield Pattern of Volta Lake. 
St.S./4, FIO/SF/GHA/71/533, October 1974 

5. Frame Survey at Kainji Lake. 
St.S./l, FIO/SF/NIR/24, January l97l 

6. The Yield Pattern at Kainji Lake. 
St.S./2, UNDP/SF/NIR/24, October 1972 

7. Recent Trends in the Yield Pattern of Kainji Lake. 
St.S./3, UNDP/SF/NIR/24, April 1974 

8. Analysis of the Results of Frame Surveys 2 and 3 at Kainji Lake. 
ST.S./4, UNDP/SF/NIR/24, April 1974 

9. The Yield Pattern at Lake Nasser. 

St.S./l, UNDP/SF/EGY/66/558, September 1972 

10. Aerial Survey on the Lakes Malombe and Malawi. Analysis of the Results 
of the Survey. 

St.S./l, UNDP/SF/MLW/16, November 1972 

11. The Improvement of the Fisheries Statistical System at Lake Kossou. 
St.S./l, UNDP/SF/IVC/71/526, April 1973, (Fr) 

12. Coverage Check Survey of the Aerial Survey at Lake Kossou (CCS-AS). 
St.S./2, UNDP/SF/IVC/71/526, April 1973, (Fr) 

13. The Improvement of the Fisheries Statistical System at Lake Tanganyika 
(Tanzania). 

St.S./l, UNDP/SF/URT/71/012, May 1973 

14. The Present State of the Traditional Fishery of Lake Tanganyika (Tanzania) - 
Analysis of the Results of CAS. 

St.S./2, UNDP/SF/URT/71/012, December 1975 

15. Statistical Analysis of the Results of the Aerial Survey at Lake Victoria 
St.S./l, UNDP/SF/RAF/71/242, August 1973 

16. The New Fisheries Statistical System for Zambia. 

St.S./2, FIO/SF/ZAM/73/009, November 1975 (con Grant y Williams) 

17. Revised Fisheries Time Series of the Natural Waters of Zambia. 
St.S./3, FIO/SF/ZAM/009, December 1975 (con Grant y Williams) 

18. Integrated Sampling Design of the Magdalena River Basin (Colombia). 
St.S./l, COL/72, 552, July 1975 (et al). 



.J^Q 



FIPS/T135 



B: Eficiencia astadfstica (St>E. ) 

1* Efficiency of Different Samplíng Mathods for Large-^Scala Biological and 
Fishery Statistical Sample Surveys at Larga African Lakes* 
1. Cova-Rotanone Sample Survey at Kariba Lake# 
St.E./l, UNDP/SF/ZAM/11, April 1972 

2« Deck Samplíng: An Assessment ol a Pilot Trawling Survey on Lake Malawi 
(Malawi). 
St,E,/2, UNDP/SF/MLW/16, February 1973 

3« The Statistical Efficiency of Echo Surveys with Speoial Reference to Lake 
Tanganyika* 
St.E., FIPS/T139, April 1975 

4. Indicators of Movement Useful to Problems of Biomass Estimation of 
Peí agio Stocks • 
St.E^, FIPS/T140, April 1975 (con H.P. Henderson) 

C: Encuestas estadísticas de pesca / Instrucción (FSS>T> ) 

1. Training Courses on Fishery Statistical Surveys (Inland Waters). 
FSS.T./l, UNDP/SF/ZAM/11, March 1973, (Fr) 

2* The Design of Fisheries Statistical Survey - Inland Waters. 
Statistical Survey Design, FIPS/T133, May 1974, ( Es. Fr ) 

3» Applied Fishery Statistics« 

Statistical Mathods, FIPS/T135, November 1974, (Eiy. Fr ) 

4« Applied Fishery Statistics - Vector s and Matrices • 

Elements of Matrix Theory, FIPS/T135, SuppKl, October 1975, ( Es, Fr ) 

D: Iffforme^ T^qnfgQ? 

1. Variation in Catchability of Fish with AVB and BOZO Gillnets (Lake Kossou). 
Report No.3, UNDP/SF/IVC/71/526, August 1973 (con Frank y Niaba) (Fr) 

2. A Qualitative Evaluation of the Present Statistical System (SS) -^Lake Kossou)« 
Report No.8, UNDP/SF/IVC/71/526, August 1973, (Fr) 

3. Variations in Catchability of Fish with AVB and BOZO Gillnets (Lake Kossou): 
Analysis of the Results (Dry Season and in Coastal Áreas) 

Report No. 18, UNDP/SF/IVC/71/526, April 1974, (con Frank y Niaba)(FE) 

4. The Present State of the Fishery of Lake Kossou (Ivory Coast)» 

Report No. 28, UNDP/SF/IVC/71/526, February 1975, (con Begin) (Fjr;) 

5. Variation in the Catchability of Fish with AVB and BOZO Gillnets, Lake 

Kossou (Ivory Coast) 
Report No. 29, UNDP/SF/IVC/71/526, June 1975, (et al) ♦ 

6. The Sampling Design of the Catch Assessment Survey (CAS), Lake 
Tanganyika (Tanzania). 

Report No.l, UNDP/SF/URT/71/012, December 1973 

E: Not^^ ^y ^rab^jo 

1 . An Assessment of the Present Status of the Fishery at Lake Tanganyika 
(Burundi) - (Traditional and Artisanal Fishery)* 

Working Paper No.l, UNDP/SF/BDI/70/508, September 1973, (Fr) 

2. Yield índices at Lake Tanganyika (Burundi)* 

Working Paper No. 2, UNDP/SF/BDI/70/508, September 1973, (fj?) 



FIPS/T135 181 

3. Biológica! Sample Survey at Lake Tanganyika (Burundi): Statistical 
Analysis of Purse-^Seine Fishery Catches* 

Working Paper No,3, UNDP/SF/BDI/70/508, Septembcr 1973, (Fe) 

4. Analy8Í3 of the Results of the Current Echo Survey at Lake Tanganyika 
(Burundi) 

UNDP/SF/BDI/ December 1975, (et al) * 

5. The Present State of the Fishery of Lake Tanganyika (Burundi). 
UNDP/SF/BDI December 1975, (et al) * 



^ será disponible tósto» 



rOo: ]]]X2l 



